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Сформулирован численный алгоритм поиска оптимальных начальных концентраций ве-
ществ каталитической реакции, сочетающий принципы кинетического моделирования и

эволюционных вычислений. Сформулирована задача оптимального управления каталити-
ческой реакцией, где управляющим параметром является вектор начальных концентраций
исходных веществ. Описан пошаговый алгоритм решения поставленной задачи, в основу
которого положен метод дифференциальной эволюции. Проведён вычислительный экспе-
римент для реакции аминометилирования тиолов с помощью тетраметилметандиамина. С
использованием описанного алгоритма вычислены оптимальные концентрации исходных

веществ, при которых достигается наибольшее значение концентрации продукта реакции.
Показано, что вычисленные значения начальных концентраций веществ согласуются с ре-
зультатами химического эксперимента.
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Введение. Важнейшей задачей исследования каталитической реакции является опре-
деление оптимальных условий её протекания, которое требует проведения многократных
экспериментов. Однако ввиду сложного состава исходного сырья, невысокого содержания в
нём ценных компонентов, дорогостоящих реагентов и оборудования целесообразно восполь-
зоваться методами математического моделирования. Математические методы позволяют
без проведения натурного эксперимента выявить закономерности протекания каталитиче-
ской реакции и определить оптимальные условия её проведения.

Практически значимой задачей исследования реакции является прогнозирование вы-
хода или свойств получаемого продукта в зависимости от соотношения начальных концен-
траций веществ. Определить значения концентраций веществ в каждый момент времени
при произвольном наборе начальных концентраций можно на основе кинетической моде-
ли реакции, которая является системой нелинейных дифференциальных уравнений. Поиск
оптимальных начальных концентраций представляет собой задачу оптимального управле-
ния, в которой фазовыми переменными являются концентрации веществ, а управляющим
параметром — вектор начальных концентраций.

Каталитические реакции, как правило, протекают с участием большого количества
веществ. Это усложняет математическое описание процесса, так как количество уравне-
ний кинетической модели реакции определяется числом взаимодействующих веществ. Вы-
сокая размерность оптимизационной задачи, нелинейность кинетической модели создают
трудности при применении классических методов решения задач оптимального управле-
ния ввиду больших вычислительных затрат при реализации их численного решения [1–3].
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Кроме того, одной из особенностей большинства численных методов решения оптимизаци-
онных задач является чувствительность найденного решения к начальному приближению,
что, в свою очередь, требует от исследователя знания некоторого приближения этой на-
чальной точки хотя бы из физико-химических соображений поставленной задачи.

Для преодоления указанных трудностей при определении оптимальных начальных

концентраций веществ реакции можно воспользоваться методом дифференциальной эво-
люции, который представляет собой метод поисковой оптимизации, основанный на эволю-
ционном моделировании механизмов живой природы с помощью принципов популяцион-
ной генетики [4–7]. Данный метод оперирует с целой совокупностью возможных решений,
образующих популяцию, и не зависит от начального приближения решения задачи. Пре-
имуществами метода является отсутствие требований непрерывности и дифференцируе-
мости критерия оптимальности [8–10], поскольку метод использует в своей работе только
целевую функцию, а не её производные, что положительно влияет на его сходимость и
позволяет сократить число шагов поиска решения.

Меньшая ресурсозатратность метода дифференциальной эволюции по сравнению с

другими оптимизационными методами неоднократно обсуждалась в работах [11–14]. Так,
в [11] приведено сравнение метода дифференциальной эволюции с другими методами (ге-
нетический алгоритм, адаптивный метод имитации отжига, алгоритм Нелдера—Мида и
др.) при решении задачи минимизации целевой функции. Для большинства рассматрива-
емых задач метод дифференциальной эволюции показал лучшие результаты по сравне-
нию с указанными численными методами с точки зрения наименьшего необходимого ко-
личества обращений к целевой функции. В [12] продемонстрировано превосходство метода
дифференциальной эволюции в плане минимального времени решения задач над другими

стохастическими методами оптимизации, такими как метод роя частиц, метод имитации
отжига.

Целью данной работы является создание эволюционного алгоритма поиска оптималь-
ных начальных концентраций каталитической реакции на основе её кинетической модели.

Постановка задачи.
Пусть кинетическая модель каталитической реакции описывается системой обыкно-

венных дифференциальных уравнений

dx/dt = f(t, x(t), T ) (1)

с начальными условиями

xi(0) = x0i , i = 1, n, (2)

где x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t))> — вектор значений концентраций веществ (век-
тор фазовых переменных); t ∈ [0, t1] — время; T — температура; f(x(t), T, t) =
= (f1(x(t), T, t), f2(x(t), T, t), . . . , fn(x(t), T, t))> — непрерывная вместе со своими част-
ными производными вектор-функция.

В задаче определения оптимальных начальных концентраций веществ каталитической

реакции параметром управления является вектор начальных концентраций веществ x(0) =
= (x1(0), x2(0), . . . , xn(0))>. Положим, что на значения начальных концентраций наложе-
ны ограничения вида

0 6 xi(0) 6 xmax
i (0), i = 1, n. (3)

Если значения концентраций веществ выражены в мольных долях, то их начальные
концентрации связаны соотношением

n∑
i=1

xi(0) = 1. (4)
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В качестве критерия оптимальности примем функционал вида

G(x) =
n∑
i=1

µixi(t1)→ max, (5)

выражающий максимальный выход целевых продуктов реакции (µi > 0) либо минималь-
ный выход побочных продуктов реакции (µi < 0) в момент времени t = t1.

Требуется определить такой вектор начальных концентраций x∗(0) =
= (x∗1(0), x∗2(0), . . . , x∗n(0))>, удовлетворяющий ограничениям (3), (4), при котором

критерий оптимальности (5) достигает максимального значения.
Рассмотрим процедуру перехода от абсолютных концентраций веществ xi к их моль-

ным долям. Пусть каталитическая реакция протекает в m стадий:

n∑
j=1

αijXj →
n∑
i=1

βijXj , (6)

где αij , βij — стехиометрические коэффициенты, Xj — вещества, участвующие в реакции
(j = 1, n ).

Кинетическое уравнение i-й стадии реакции (6) определяется согласно закону дей-
ствующих масс

wi = ki

n∏
j=1

x
αij
j , i = 1,m,

где wi — скорость стадии, ki — константа скорости i-й стадии реакции, xj — концентрация

вещества Xj .
Изменение концентраций веществ Xj сложной каталитической реакции во времени

может быть записано в виде системы дифференциальных уравнений

dxj
dt

=
m∑
i=1

γijwi, γij = βij − αij , j = 1, n. (7)

Введём обозначение C0 =
n∑
i=1

xi(0) — начальная суммарная концентрация веществ.

Пусть xj — концентрация вещества Xj , значение которой выражено в мольных долях.
Тогда C0xj — значение абсолютной концентрации вещества. Поэтому система дифферен-
циальных уравнений (7) примет вид

d (C0xj)

dt
=

m∑
i=1

(
γijki

n∏
j=1

(C0xj)
αij
)
. (8)

Разделив обе части уравнения (8) на C0 (C0 = const), получим систему дифференци-
альных уравнений

dxj
dt

=
m∑
i=1

(
γijkiC

∑n
j=1 αij−1

0

n∏
i=1

xj

)
.
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Введём обозначение Ni =
n∑
j=1

αij — порядок i-й стадии реакции (6). Тогда при пере-

ходе к концентрациям, выраженным в мольных долях, необходимо пересчитать константу
скорости реакции по формуле

kperi = kiC
N−1
0 .

Алгоритм определения оптимальных начальных концентраций веществ.
Сформулируем алгоритм поиска оптимальных начальных концентраций веществ катали-
тической реакции на основе метода дифференциальной эволюции. Суть метода заключа-
ется в последовательной смене поколений индивидов, математическим аналогом которых
являются векторы [15, 16]. Элементы векторов-индивидов на каждой итерации алгоритма
подвергаются действиям операторов мутации и скрещивания. При формировании нового
поколения последовательно исследуется каждый индивид (вектор-мишень) текущей по-
пуляции и принимается решение о его переходе в новую популяцию в зависимости от

приспособленности, которая определяется значением фитнес-функции [17, 19]. Чем выше
значение фитнес-функции, тем особь более приспособленная, поэтому она переходит в но-
вое поколение.

Рассмотрим в качестве популяции индивидов матрицу начальных концентраций ве-
ществ вида

X0 =


x11(0) x12(0) . . . x1n(0)
x21(0) x22(0) . . . x2n(0)

...
...

...
...

xm1(0) xm21(0) . . . xmn(0)

 , (9)

где m — размер популяции. Каждая строка матрицы X0i (i = 1,m ) представляет
собой особь, которой соответствует значение приспособленности, определяемое фитнес-
функцией. В качестве фитнес-функции выступает критерий оптимальности (5), для опре-
деления значения которого необходимо найти численное решение системы дифференци-
альных уравнений (1) с начальными условиями X0i, т. е. решить прямую кинетическую
задачу.

Алгоритм поиска оптимальных начальных концентраций веществ каталитической ре-
акции состоит из следующих шагов:

1) Задаётся размер популяции m. Случайным образом с учётом ограничений (3), (4)
генерируется начальная популяция — матрица X0 размера m × n. Устанавливается зна-
чение счётчика поколений k := 1.

2) Для каждого вектора X0i (i-й строки матрицы X0, i = 1,m ) вычисляется значение
фитнес-функции путём решения прямой кинетической задачи.

3) Номеру вектора-мишени присваивается значение 1 (q := 1).
4) Случайным образом выбираются два вектора с номерами k, l, не совпадающими с

вектором-мишенью.Формируется новый векторX0mut из вектора с наибольшим значением

функции приспособленности X0max (max 6= q) путём применения оператора мутации:

X0mut = X0max + p(X0k −X0l),

где p ∈ [0,5; 1] — параметр оператора мутации [11].
Если значение координаты вектора-мутанта выходит за пределы области допустимых

значений (xmut j(0) > xmax
j (0) или xmut j(0) < 0, j = 1, n), то значению xmut j(0) присвоить

случайное значение из интервала [0, xmax
j (0)].
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5) Формируется пробный вектор начальных концентраций веществ X0 prob следующим

образом. Генерируется случайное число bi (i = 1, n ) на интервале [0, 1]. Если bi 6 r (r ∈
∈ [0, 1] — параметр оператора скрещивания), то i-й координате пробного вектора X0 prob

присваивается соответствующее значение i-й координаты вектора-мутанта X0mut, иначе
i-й координате пробного вектора присваивается соответствующее значение i-й координаты
вектора-мишени X0q.

В результате получаем пробный вектор X0 prob, сумма значений компонентов которого
может отличаться от заданной начальной суммарной концентрации веществ C0. Тогда
необходимо преобразовать координаты вектора X0 prob по формуле

xprob j(0) :=
xprob j(0)
n∑
l=1

xprob j(0)

C0.

Если расчёт концентраций производится в мольных долях, то для пробного вектора
значение начальной суммарной концентрации веществ может быть отлично от 1 (нару-
шается условие (4)). В этом случае необходимо пересчитать значения координат пробного
вектора по формуле

xprob j(0) :=
xprob j(0)
n∑
l=1

xprob j(0)

,

тем самым обеспечивая выполнение условия (4).
6) Вычисляется значение фитнес-функции для пробного вектора X0 prob.
7) Если значение фитнес-функции для пробного вектора X0 prob больше значения

фитнес-функции для вектора-мишени X0q, то в новую популяцию помещается вектор

X0 prob, иначе вектор X0q.
8) Переход к следующей итерации поиска. Если q < m, то q := q + 1, и перейти к

шагу 4, иначе перейти к шагу 9.
9) Проверка условия окончания поиска решения.

Вычислить расстояние между векторами текущей Xk
0 и предыдущей X

k−1
0 популя-

ций ρij (i, j = 1,m ) и изменение фитнес-функций ∆ij (k > 2):

ρij = ‖Xk
0i −Xk−1

0j ‖ =

√√√√ n∑
l=1

(xkil(0)− xk−1jl (0))2 , ∆ij = |G(xki )−G(xk−1j )|, i, j = 1,m,

где xki (t), x
k−1
j (t) — векторы значений концентраций веществ, вычисленные при наборах

начальных концентраций Xk
0i, X

k−1
0j .

Если на протяжении d поколений выполнены условия ρij < ε, ∆ij < ε (ε — задан-
ная малая величина, ε > 0), т. е. происходит незначительное изменение популяции и
фитнес-функции, то следует остановить поиск решения и выбрать из последней матри-
цы X0 строку с наибольшим значением фитнес-функции. В противном случае увеличить
счётчик поколений k на 1 и перейти к шагу 3.

Выбранная строка матрицы X0 является приближённым решением задачи поиска оп-
тимальных начальных концентраций каталитической реакции.
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Вычислительный эксперимент. Используя сформулированный эволюционный ал-
горитм, вычислим оптимальные начальные концентрации реагентов для реакции амино-
метилирования тиолов с помощью тетраметилметандиамина. Продукты данной реакции
применяются для эффективной защиты растений от вредителей, а также в качестве про-
тивокоррозионных, противозадирных, противоизносных присадок к топливу и маслам.

Схема реакции аминометилирования тиолов с помощью тетраметилметандиамина и

соответствующие уравнения скоростей стадий имеют вид [20]

X1 +X2 → X3; w1(x, T ) = k1(T )x1x2;

X3 +X4 → X2 +X5 +X6; w2(x, T ) = k2(T )x3x4,
(10)

где X1 — N2(CH3)4, X2 — Sm, X3 = N2(CH3)4[Sm], X4 — HSC5H11, X5 — (CH3)2NSC5H11,
X6 — (CH3)2NH, x = (x1, x2, . . . , x6) — вектор концентраций веществ реакции (моль/л),
k = (k1, k2) — вектор констант скоростей стадий (л/(моль · ч)), рассчитываемых по урав-
нению Аррениуса.

Динамика концентраций веществ реакции аминометилирования тиолов описывается

системой обыкновенных дифференциальных уравнений:

dx1
dt

= −w1;
dx2
dt

= −w1 + w2;
dx3
dt

= w1 − w2;

dx4
dt

= −w2;
dx5
dt

= w2;
dx6
dt

= w2,

(11)

с начальными условиями:

x1(0) = x01, x2(0) = x02, x4(0) = x04, xi(0) = 0, i = 3, 5, 6. (12)

Значения кинетических констант данной реакции при T = 60 ◦C равны k1 =
= 257 л/(моль · ч), k2 = 57,4 л/(моль · ч); значения энергий активации равны E1 =
= 68 617,6 Дж/моль, E2 = 34 727,2 Дж/моль [20].

Пусть значения концентраций xj выражены в мольных долях. Так как схема реакции
аминометилирования тиолов описывается двумя стадиями, каждая из которых является
реакцией второго порядка, то пересчёт констант скоростей осуществляется по формуле
kperi = kiC0, где C0 = 1,035 моль/л [20].

Исходными веществами реакции синтеза аминометилирования тиолов являются X1,
X2, X4. Пусть концентрации данных веществ в начальный момент времени связаны соот-
ношением

x1(0) + x2(0) + x4(0) = 1. (13)

Начальные концентрации остальных веществ равны нулю.
Необходимо найти вектор начальных концентраций x∗(0) = (x∗1(0), x∗2(0), x∗4(0)) ве-

ществ X1, X2, X4, который удовлетворяет условиям (4), (13) и обеспечивает в конце ре-
акции (t1 = 1,5 ч) максимальное значение концентрации продукта X5:

G(x) = x5(t1)→ max . (14)

Для решения поставленной задачи на языке программирования Delphi написана про-
грамма, реализующая алгоритм метода дифференциальной эволюции. Для получения чис-
ленного решения прямой кинетической задачи применён метод Рунге—Кутты четвёртого



84 АВТОМЕТРИЯ. 2023. Т. 59, № 4

Результаты исследования чувствительности значения критерия оптимальности

к параметрам алгоритма дифференциальной эволюции

Номер

эксперимента
p r m Количество

удачных запусков
Gmax(x)

1 0,8 0,7 10 7 0,342–0,453
2 0,8 0,7 15 11 0,442–0,453
3 0,8 0,7 20 17 0,451–0,453
4 0,8 0,7 25 19 0,452–0,453
5 0,8 0,7 30 20 0,453
6 0,8 0,7 40 20 0,453
7 0,8 0,7 50 20 0,453
8 0,5 0,1 10 8 0,449–0,453
9 0,5 0,1 15 19 0,452–0,453
10 0,5 0,1 20 20 0,453
11 0,5 0,1 25 20 0,453
12 0,5 0,1 30 20 0,453
13 0,5 0,1 40 20 0,453
14 0,5 0,1 50 20 0,453
15 0,6 0,8 10 3 0,348–0,453
16 0,6 0,8 15 16 0,452–0,453
17 0,6 0,8 20 20 0,453
18 0,6 0,8 25 20 0,453
19 0,6 0,8 30 20 0,453
20 0,6 0,8 40 20 0,453
21 0,6 0,8 50 20 0,453

порядка. В качестве условия окончания работы алгоритма принято несущественное из-
менение популяции и её приспособленности на протяжении пяти поколений (ε = 10−5,
d = 5).

В ходе решения задач (10)–(14) проведена серия вычислительных экспериментов с
различными значениями параметров алгоритма дифференциальной эволюции. Для каж-
дого набора параметров проведено 20 запусков программы. В таблице приведены значения
критерия оптимальности G(x) для различных наборов параметров и количество удачных
запусков, при которых достигался максимум критерия оптимальности. Из таблицы видно,
что решение стабилизируется при размере популяции m = 30, при этом изменение пара-
метров скрещивания r и параметра мутации p не оказывает влияния на решение задачи
при данном значении m.

В результате проведённых вычислений для реакции аминометилирования тиолов

установлено, что наибольшее значение концентрации продукта реакции X5 при T = 60 ◦C
можно получить при следующем наборе начальных концентраций исходных веществ (мол.
доля):

x∗1(0) = 0,4699; x∗2(0) = 0,0522; x∗4(0) = 0,4779. (15)

Тогда максимальная концентрация целевого продукта X5 составит 0,453 мольные до-
ли.

На рисунке показана динамика концентраций исходных веществX1,X2,X4 и продукта

реакцииX5 на протяжении 1,5 ч, вычисленная путём решения системы дифференциальных
уравнений (11) с начальными условиями (15).

В [21] экспериментальным путём установлено, что максимальный выход целевого про-
дукта реакции X5 достигается при следующем мольном соотношении исходных веществ:
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Изменение концентраций веществ реакции аминометилирования тиолов

(1 — X5, 2 — X4, 3 — X2, 4 — X1)

xex1 (0) : xex2 (0) : xex4 (0) = 12 : 0,5 : 10. (16)

Для сравнения вычисленных значений начальных концентраций (15) с опытными дан-
ными концентрации (16) переведены в мольные доли. Относительная погрешность вектора
начальных концентраций составила

δ(x∗(0)) =
‖xex(0)− x∗(0)‖
‖xex(0)‖

· 100 % = 11,18 %, (17)

где

‖xex(0)− x∗(0)‖ =

√√√√ n∑
i=1

|xexi (0)− x∗i (0)|2 , ‖xex(0)‖ =

√√√√ n∑
i=1

|xexi (0)|2.

Из значения погрешности (17) видно, что вычисленные оптимальные начальные кон-
центрации приближённо описывают результаты эксперимента. В связи с этим делает-
ся вывод о корректной работе алгоритма. Поэтому можно применять программу для
расчёта оптимальных начальных концентраций реакции аминометилирования тиолов, из-
меняя условия химического опыта и не расходуя при этом реагенты.

Заключение. Таким образом, созданный алгоритм поиска оптимальных начальных
концентраций можно применять при исследовании механизмов каталитических реакций.
Алгоритм сочетает принципы эволюционных вычислений с теоретическими основами мо-
делирования каталитических реакций в части построения их кинетических моделей. Пре-
имуществами алгоритма являются отсутствие чувствительности к начальному приближе-
нию решения задачи и простая программная реализация с достаточно эффективной схемой

вычислений.
С помощью программы, реализующей сформулированный алгоритм, проведён вычис-

лительный эксперимент для реакции аминометилирования тиолов с помощью тетраметил-
метандиамина, описываемой нелинейной кинетической моделью. Определены оптималь-
ные концентрации начальных веществ, обеспечивающие максимальное значение концен-
трации целевого продукта реакции в конечный момент времени протекания реакции.
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Разработанные программу и алгоритм поиска оптимальных начальных концентра-
ций можно применять и для других каталитических реакций путём модификации этапа

задания начальной популяции, замены критерия оптимальности и блока решения прямой
кинетической задачи.

Финансирование. Исследование выполнено в рамках государственного задания Ми-
нистерства науки и высшего образования Российской Федерации. Код научной темы
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