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Решена задача угловой ориентации подвижного объекта с использованием измерений бес-
платформенной инерциальной навигационной системы (БИНС) и спутниковой навигаци-
онной системы (СНС) при самых общих предположениях о характере углового движения
объекта и вероятностных характеристиках помех инерциальных измерений. Решение по-
лучено в виде расширенного фильтра Калмана, использующего в качестве оцениваемых
параметров ориентации направляющие косинусы поворота в инерциальной системе ко-
ординат, а в качестве вектора наблюдения — вектор измерений СНС и акселерометров

БИНС. Приведён пример, иллюстрирующий высокую устойчивость и скорость сходимо-
сти процесса оценивания выбранных параметров угловой ориентации подвижного объекта.
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Введение. Непрерывное повышение требований к точности пространственной ориен-
тации навигационных систем (НС) подвижных объектов определяет в качестве одной из
главных проблем — необходимость решения задачи высокоточной ориентации НС в усло-
виях неизбежных возмущений различной физической природы [1–8]. Особенно актуальна
данная задача для бесплатформенных НС, в частности для бесплатформенных инерци-
альных НС (БИНС). В настоящее время разработан ряд подходов к ориентации БИНС в
условиях различных возмущающих воздействий, обладающих своими преимуществами и
недостатками [9–15]. Из наиболее интересных следует отметить способ векторного согла-
сования [9], реализующий идею ориентации БИНС относительно базовой системы отсчёта
(БСО), ориентация которой известна с высокой точностью. К недостаткам данного под-
хода можно отнести, во-первых, необходимость аппаратного расширения измерительного
комплекса НС, во-вторых, обязательное высокоточное решение задачи начальной ориен-
тации БСО и, в-третьих, неизбежное повторение ошибок начальной ориентации БСО при
ориентации измерительного комплекса БИНС — общая ошибка выставки БИНС является

суммой ошибок выставки БСО и ориентации БИНС относительно БСО [9].
Наряду с этим необходимо также отметить подход, вызванный широким использова-

нием в современных БИНС низкоточных микроэлектромеханических систем (МЭМС) —
гироскопов и акселерометров — и основанный на применении так называемых компле-
ментарных фильтров [6, 16–18]. В данных фильтрах реализована идея суммирования

углов ориентации, полученных как по показаниям МЭМС-гироскопов, так и МЭМС-
акселерометров с соответствующими весами. Преимущество подобного подхода — его
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простота и небольшие вычислительные затраты, недостаток — невозможность учёта ди-
намического характера углов ориентации и статистических свойств помех их измерения,
что не позволяет обеспечить необходимую устойчивость и требуемую точность процесса

ориентации БИНС при высокодинамичных колебаниях объекта.
Интенсивно развивающимся в настоящее время альтернативным подходом к ориен-

тации навигационных комплексов является использование измерений глобальных навига-
ционных спутниковых систем [10–15, 19]. При данном подходе угловая ориентация БИНС
определяется по показаниям двух или трёх пространственно разнесённых спутниковых

приёмников [11, 13], установленных на подвижном объекте. Достоинством такого подхо-
да является отсутствие накопления ошибок измерений с течением времени, существенным
недостатком— низкая помехозащищённость алгоритмов обработки спутниковой информа-
ции, не позволяющая в полной мере использовать данный подход для ориентации БИНС
на подвижном объекте [12, 14, 15, 20]. Также следует отметить большой класс методов
оценки угловой ориентации, базирующихся на применении кватернионов и использующих
в качестве входных переменных угловые скорости и линейные ускорения [21–24]. Недо-
статками данных методов являются необходимость наличия высокоточных измерений и

существенная нелинейность алгоритмов оценивания, приводящая к вычислительным за-
тратам, труднореализуемым в реальном времени для большинства современных бортовых
вычислителей.

Анализ вышеизложенных методов позволяет сделать вывод об актуальности разработ-
ки такого алгоритма оценки параметров ориентации БИНС, который был бы инвариантен
к характеру динамики движения объекта и обеспечивал устойчивость и требуемую точ-
ность оценивания при самых общих предположениях о характере помех чувствительных

элементов (ЧЭ) измерительного комплекса БИНС.
В связи с этим рассмотрим подход, сочетающий преимущества как инерциальных, так

и спутниковых методов определения ориентации и обеспечивающий возможность устой-
чивого высокоточного оценивания параметров ориентации БИНС при самых общих пред-
положениях о вероятностном характере помех ЧЭ.

Постановка задачи. Для решения задачи оценки параметров углового движения
объекта используем следующие системы координат (СК) (рис. 1):
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Рис. 1. Ориентация осей СК
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— приборную СК (ПСК) J(0xyz) с началом в центре масс (ЦМ) подвижного объекта,
оси которой направлены по взаимно ортогональным осям чувствительности элементов,
входящих в состав БИНС;

— географическую СК (ГСК) S(OXY Z) с началом в ЦМ подвижного объекта, ось OY
которой лежит в плоскости местного меридиана, ось OZ направлена от центра Земли по
местной вертикали, а ось OX дополняет систему координат до правой СК (ϕ, λ — широта

и долгота ЦМ объекта, Ω — угловая скорость вращения Земли);
— невращающуюся инерциальную СК (ИСК) I (Oξ1η1ζ1) с началом в центре Земли,

оси которой в начальный момент совпадают с осями ГСК.
Считаем также, что измерительный комплекс БИНС состоит из трёх акселерометров

и трёх датчиков угловой скорости (ДУС), оси чувствительности которых направлены по
соответствующим осям ПСК.

В качестве моделей помех измерения чувствительных элементов БИНС выберем ад-
дитивные белые гауссовские шумы (БГШ) с нулевыми математическими ожиданиями и
известными интенсивностями как наиболее адекватные практике использования БИНС. В
этом случае модели выходных сигналов ЧЭ БИНС имеют следующий вид:

— для акселерометров

Za = aJ +Wa, (1)

где Za = |Zax Zay Zaz|> — вектор выходных сигналов трёх ортогональных акселеро-

метров, aJ = |ax ay az|> — вектор истинных ускорений ЦМ объекта в ПСК, Wa =

= |Wax Way Waz |> — вектор помех измерения акселерометров (центрированный БГШ
с матрицей интенсивностей Da);

— для ДУС

Zd = ωJ +Wd, (2)

где Zd = |Zx Zy Zz|> — вектор выходных сигналов трёх ортогональных

ДУС, ωJ = |ωx ωy ωz|> — вектор абсолютной угловой скорости вращения ПСК,

Wd = |Wx Wy Wz|> — вектор помех измерения ДУС (центрированный БГШ с матрицей

интенсивностей Dd).
Также считаем далее в соответствии с общей постановкой задачи, что ЦМ объекта

возмущается вектором неизвестных ускорений W , вызванных движением объекта и опре-
деляемых далее по высокоточным измерениям СНС.

Таким образом, окончательно поставленную задачу можно сформулировать как зада-
чу стохастического оценивания текущей ориентации ПСК J (триэдра БИНС) относитель-
но ГСК S по зашумлённым измерениям ЧЭ БИНС и высокоточным измерениям СНС при
возмущении ЦМ подвижного объекта вектором неизвестных ускорений, а также apriori
неопределённом характере изменения вектора угловой скорости триэдра БИНС относи-
тельно ЦМ объекта и неизвестных направляющих косинусах начального рассогласования

ПСК J и ГСК S (и соответственно ИСК I).

Уравнения параметров ориентации БИНС. Для возможности построения алго-
ритма оценки текущих направляющих косинусов разворота ПСК J относительно ГСК S
предварительно рассмотрим уравнения изменения во времени направляющих косинусов

разворота ПСК J относительно ИСК I — уравнения Пуассона [25]:

Ḋ = −Ξ(ωJ)D, D(0) = D0, (3)
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где D(0) = D0 — неизвестная матрица ориентации ПСК относительно ИСК в начальный

момент времени;

D =

∣∣∣∣∣∣
d11 d12 d13
d21 d22 d23
d31 d32 d33

∣∣∣∣∣∣ —

матрица поворота с направляющими косинусами dij , i, j = 1, 2, 3, определяющая ориента-
цию ПСК относительно ИСК;

Ξ(ωJ) =

∣∣∣∣∣∣
0 −ωz ωy
ωz 0 −ωx
−ωy ωx 0

∣∣∣∣∣∣ .
Стохастическая модель вектора угловой скорости ωJ в соответствии с (2) может быть

представлена следующим образом:

ωJ = Zd −Wd. (4)

Подстановка модели (4) в уравнения (3) позволяет получить стохастические диффе-
ренциальные уравнения возмущённого движения триэдра БИНС (ПСК J) относительно
ИСК:

Ḋ = −Ξ(Zd)D + Ξ(Wd)D.

Для удобства дальнейших преобразований заменим матричную форму представления

данных уравнений на векторную. Воспользовавшись правилом преобразования матрицы A
размерности m× n в вектор A(ν) [7]:

A(ν) = |a11 a21 . . . am1 a12 a22 . . . am2 . . . a1n a2n . . . amn|>,

получим

Ḋ(ν) = −(E ⊗ Ξ(Zd))D
(ν) +D∗Wd, D(ν)(0) = D

(ν)
0 , (5)

где D(ν) — вектор направляющих косинусов; E — единичная матрица размерности 3× 3;
⊗ — кронекеровское произведение;

D∗ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 d31 −d21
−d31 0 d11
d21 −d11 0
0 d32 −d22
−d32 0 d12
d22 −d12 0
0 d33 −d23
−d33 0 d13
d23 −d13 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

dij — ij-й элемент матрицы D, i, j = 1, . . . , 3.
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Полученная система уравнений, описывающая текущую ориентацию триэдра БИНС
в ИСК, в соответствии с поставленной задачей оказывается полностью инвариантной к

характеру углового движения объекта.
В векторном виде данная система может быть записана как

Ẋ = F (t)X + F1(X)Wd, (6)

где X = D(ν), F (t) = −(E ⊗ ΞT (Zd)), F1(X) = D∗.

Уравнения инерциально-спутникового наблюдателя параметров ориента-
ции. Помимо уравнений изменения текущих параметров ориентации БИНС, для постро-
ения алгоритма их оценки необходим предварительный синтез уравнения наблюдателя

компонентов вектора X (т. е. информационной модели сигнала измерения, явно зависящей
от вектора направляющих косинусов X).

В рассматриваемом случае в качестве сигналов наблюдения вектора X используем

вектор Za выходных сигналов трёх ортогональных акселерометров БИНС. При формиро-
вании информационной части вектора Za учтём, что, помимо наличия вектора гравита-
ционного ускорения

G = |0 0 − g|>,

ЦМ подвижного объекта возмущается вектором ускорений, обусловленных его движением,
а также различными случайными факторами. Данный вектор W = |WX WY WZ |> может
быть получен в ГСК по продифференцированным по времени высокоточным измерениям

СНС вектора скорости объекта V = |VX VY VZ |>, формируемого на выходе СНС в ГСК
(кориолисовым ускорением далее пренебрегаем ввиду его малости по сравнению с ускоре-
ниями объекта): W = V̇ . Таким образом, вектор ускорений, измеряемых акселерометрами
в ПСК, равен:

Za = A(W −G) +Wa, (7)

где A — матрица направляющих косинусов разворота ПСК относительно ГСК [25].
В свою очередь, матрица направляющих косинусов A может быть выражена через

матрицу направляющих косинусов D следующим образом:

A = DB>,

где

B = B(λ, ϕ, t) =

∣∣∣∣∣∣
cos (λ+ Ωt) 0 sin (λ+ Ωt)

sin (λ+ Ωt) sinϕ cosϕ − cos (λ+ Ωt) sinϕ
− sin (λ+ Ωt) cosϕ sinϕ cos (λ+ Ωt) cosϕ

∣∣∣∣∣∣ —

матрица текущей ориентации ГСК относительно ИСК, t — текущее время.
Соответственно уравнения (7), трансформированные к виду уравнений наблюдения

вектора X = D(ν), принимают вид

Za = DB>(W −G) +Wa = H(t)X +Wa,

H(t) = |[B>(1)(W −G)]⊗ E3
... [B>(2)(W −G)]⊗ E3

... [B>(3)(W −G)]⊗ E3| =

(8)
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=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
B>(1)(W −G) 0 0

... B>(2)(W −G) 0 0
... B>(3)(W −G) 0 0

0 B>(1)(W −G) 0
... 0 B>(2)(W −G) 0

... 0 B>(3)(W −G) 0

0 0 B>(1)(W −G)
... 0 0 B>(2)(W −G)

... 0 0 B>(3)(W −G)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
где B>(i) — i-я строка матрицы B>.

Характерной особенностью является возможность наблюдения всех направляющих

косинусов ориентации БИНС относительно ИСК в явном виде, что существенно влияет на
сходимость и устойчивость процесса их оценивания.

Полученные уравнения изменения текущих параметров ориентации БИНС (6) и их
наблюдателя (8) позволяют в полной мере использовать для решения поставленной зада-
чи методы теории стохастической фильтрации [20, 26–32]. На сегодняшний день одним из
наиболее эффективных алгоритмов фильтрации по критерию «точность—вычислительные
затраты» является расширенный фильтр Калмана [31, 32]. В рассматриваемом случае

линейность наблюдателя (8) и незначительное отклонение от линейности оцениваемого
вектора состояния (6), обусловленное линейной зависимостью шумовой составляющей от
вектора состояния, обеспечивают близость фильтра к линейному, что повышает его вычис-
лительную эффективность. Окончательно квазилинейный фильтр Калмана, построенный
по уравнениям «объект—наблюдатель» (6), (8) и обеспечивающий эффективное вычисли-
тельное решение поставленной задачи, имеет вид

˙̂
X = F (t)X̂ +K(X̂, t)(Za −H(t)X̂), (9)

K(X̂, t) = R(X̂, t)H>(t)D−1a ,

Ṙ(X̂, t) = F (t)R(X̂, t) +R(X̂, t)F>(t) + F1(X̂)DdF
>
1 (X̂)−K(X̂, t)DaK

>(X̂, t),

где X̂ — вектор текущей оценки вектора состояния (направляющих косинусов) X,

R(X̂, t) — апостериорная ковариационная матрица,

X̂0 = M(X0), R0 = M [(X0 − X̂0)(X0 − X̂0)
>].

При этом следует иметь в виду, что после оценки компонентов матрицы направляю-
щих косинусов D̂ для решения исходной задачи— определения оценки матрицы Â разворо-
та ПСК относительно ГСК, необходимо полученные текущие оценки матрицы D̂ умножать
на известную матрицу B>:

Â = D̂B>

(что не приводит к сколько-нибудь существенным вычислительным затратам).
Прим е р. Эффективность использования предложенного фильтра для оценки па-

раметров угловой ориентации объекта оценивалась в процессе испытаний бортовой части

программно-аппаратного комплекса высокоточной системы навигации электропоезда «Ла-
сточка» 4-го уровня автоматизации на Московском центральном кольце (МЦК).

Спутниковая навигационная система состояла из двух навигационных приёмников

ГНСС, разнесённых на 16 м вдоль продольной оси локомотива. При последующей оцен-
ке результатов эксперимента все показания СНС, соответствующие признаку валидности,
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Рис. 2. Оценка угла курса по измерениям ГНСС
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Рис. 3. Оценка угла курса алгоритмом фильтрации
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Рис. 4. Оценка угла тангажа алгоритмом фильтрации
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Рис. 5. Оценка угла крена алгоритмом фильтрации

0

20

-20

-40

-60

-80

-100

-120

-140

-160

0

0,5 1 1,5 2 2,5 t, c . 104

Dq, ãðàä

Рис. 6. Ошибка оценки угла курса

0 0,5 1 1,5 2

2,5

2

1

-1

-2

0

1,5

0,5

-0,5

-1,5

-2,5
2,5 t, c . 104

Do, ãðàä

Рис. 7. Ошибка оценки угла тангажа
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принимались за эталонные. На рис. 2 приведён характерный график оценок курса ψ про-
дольной оси локомотива по измерениям ГНСС на дистанции от станции Крымская (МЦК)
до станции Лужники (МЦК), где время по оси абсцисс представлено соответствующим
числом интервалов измерений, равных 0,025 с (невалидные измерения здесь отчётливо
выделяются в виде аномальных «выбросов»).

В качестве инерциальных измерений применялись показания МЭМС-акселерометров
и МЭМС-ДУС навигационного блока Orientus, непосредственно использованные при реше-
нии уравнений фильтра (9) методом Рунге — Кутты 4-го порядка с шагом 0,025 с. Оценка
точности предложенного алгоритма оценки осуществлялась путём пересчёта оценок на-
правляющих косинусов матрицы ориентации Â в углы Эйлера:

ψ = arctg
â12
â11

, θ = − arcsin â13, γ = arctg
â23
â33

,

где âij , i, j = 1, 2, 3 — соответствующие элементы матрицы Â с последующим их сравне-
нием с углами, полученными по измерениям СНС.

Графики оценок углов курса ψ, тангажа θ и крена γ (не определяемого по показаниям
ГНСС), полученные с использованием предложенного алгоритма, приведены на рис. 3–5.
Соответствующие графики ошибок оценивания углов курса ∆ψ и тангажа ∆θ приведены
на рис. 6, 7.

Анализ результатов показывает, что, несмотря на значительные ошибки МЭМС-
измерителей (0,03–0,35 м/с2 для акселерометров и (2−8) ·10−3 рад/с — для ДУС), процесс
оценивания по всем углам оказывается устойчивым и обеспечивает требуемую для данно-
го локомотива точность оценки ориентации его навигационно-измерительного комплекса:
ошибки оценивания углов курса и тангажа (с учётом исключения аномальных «выбросов»
измерений ГНСС) в установившемся режиме не превышали по углу курса ∆ψ 6 0,05◦ и
по углу тангажа ∆θ 6 0,15◦.

Заключение. В целом полученные результаты позволяют сделать вывод о возможно-
сти эффективного применения предложенного подхода для решения задачи угловой ориен-
тации объектов, вращающихся с угловыми скоростями в диапазоне 0–5 град/с и использу-
ющих инерциально-спутниковые навигационные системы на основе низко- и среднеточных
БИНС.

При этом предложенный алгоритм обеспечивает высокую устойчивость и точность

оценивания наряду с незначительными вычислительными затратами.
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