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Рассматриваются особенности вычисления группового времени задержки сигнала на ос-
нове цифровых измерений S-параметров СВЧ-устройств. Проведено исследование методов
вычисления группового времени задержки сигнала со случайной шумовой составляющей

на основе дифференцирования методом приращения и на базе аппроксимации. Предложен
способ вычисления группового времени задержки, основанный на методе дифференцирова-
ния с использованием скользящей кусочно-линейной аппроксимации. Данный алгоритм бо-
лее устойчив к шумовой составляющей рассматриваемого сигнала, чем стандартный спо-
соб вычисления группового времени задержки сигнала, разработанный на примере метода
односторонней разности, и обладает меньшей вычислительной сложностью, чем представ-
ленный в статье метод, основанный на квадратичной аппроксимации. Приведены резуль-
таты тестирования работы описываемых методов, которые иллюстрируют их пригодность
для использования при вычислении группового времени задержки.
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Введение. Развитие помехоустойчивых алгоритмов дифференцирования цифровых
сигналов (АДЦС) сохраняет свою актуальность до настоящего времени, несмотря на ши-
рокий спектр опубликованных работ в данной области [1–5]. Этот факт обусловлен, в част-
ности, тем, что задача цифрового дифференцирования сигналов встречается в различных
областях науки и техники: в системах автоматизированного управления, цифровой обра-
ботке сигналов, геофизике и даже в медицине при анализе биомедицинских сигналов [1–5],
что накладывает свои ограничения и требования к реализациям соответствующих алго-
ритмов. Также цифровое дифференцирование сигналов может применяться при обработке
измерений сигналов в ВЧ- и СВЧ-диапазонах, а именно для вычисления группового време-
ни задержки (ГВЗ), характеризующего время задержки прохождения сигнала на пути от
входа до выхода цепи. Значение ГВЗ основано на измерениях фазы и является результатом
вычисления её отрицательной производной по частоте [6–9].

Реальный измеряемый сигнал всегда содержит в себе ошибку, обусловленную нали-
чием шумов, или случайную ошибку. Получение достаточно точных оценок производных
такого сигнала является нетривиальной задачей. Сложность решения данной задачи связа-
на с наличием противоречивых требований к ней: с одной стороны, необходимо обеспечить
достаточное быстродействие вычислительного алгоритма, а с другой— высокую точность

вычисляемых оценок производных и их устойчивость к шумовой составляющей диффе-
ренцируемого сигнала. Также ГВЗ достаточно трудно измерить из-за того, что средство
измерения фиксирует дискретные значения фазы, а ГВЗ является отрицательной производ-
ной от фазы по частоте. Использование дискретного дифференцирования может вносить
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трудности в вычисления, поскольку интервал ∆f , называемый апертурой задержки, ока-
зывает сильное влияние на результат измерения. Если шаг частотной сетки будет очень
мал, то даже незначительная зашумлённость фазовой характеристики вызовет большую
зашумлённость ГВЗ. Это, в свою очередь, обуславливает необходимость развития поме-
хоустойчивых и быстродействующих алгоритмов вычисления производной цифрового сиг-
нала.

Особенности вычисления ГВЗ на основе цифровых измерений S-параметров
СВЧ-устройств. Сверхвысокочастотные устройства представляют собой электронные
устройства, которые работают на частотах от 300 МГц до 300 ГГц. Они используются
в различных областях, таких как радиолокация, связь, медицинская техника и др. Одной
из ключевых характеристик, описывающих поведение различных типов СВЧ-устройств,
являются S-параметры [8].

В теории СВЧ-параметры рассеяния, или S-параметры, определяют связь независи-
мых параметров входного сигнала с зависимыми сигналами и представляют собой коэф-
фициенты отражения и передачи исследуемого устройства [9]. Они описывают, как сигнал
проходит через испытуемое устройство и какие потери происходят на пути передачи.

При анализе СВЧ-сигналов, измеряемых с помощью векторных анализаторов цепей

(ВАЦ), одной из получаемых характеристик исследуемого устройства является ГВЗ, ко-
торое характеризует время задержки прохождения сигнала на пути от входа до выхода

цепи [8]. Групповое время задержки связано с S-параметрами через фазовую скорость сиг-
нала. Сигналы на высоких частотах могут быть сильно искажены из-за задержек, и ГВЗ
позволяет определить проблемы со скоростью передачи сигнала.

Простейшим методом вычисления ГВЗ, который реализован в большинстве программ-
ных пакетов для управления работой ВАЦ, является алгоритм дифференцирования, осно-
ванный на методе односторонней разности, согласно формуле (1):

pk =
s(tk + ∆t)− s(tk)

∆t
. (1)

Этот алгоритм является предельно просто устроенным и крайне экономичным по объ-
ёму вычислений, а также не требует каких-либо априорных сведений о дифференцируемом
сигнале S и его производных [1]. Также для вычисления производной методом централь-
ных разностей можно использовать формулу (2):

pk =
s(tk + ∆t)− s(tk −∆t)

2 ∆t
. (2)

Значительным недостатком этих методов является их высокая чувствительность

к ошибкам задания приращений ∆t и ∆st. Когда к вычисленной производной pt добав-
ляется слагаемое ∆ε — составляющая ошибки вычисления производной pk, обуславливае-
мая наличием ошибок в задании значений сигнала S, составляющая ошибки определяется
равенством (3):

∆ε =
εt − εt−1

∆t
. (3)

Из равенства составляющей ошибки вычисления производной можно заметить, что,
если εt и εt−1 имеют малые, но конечные значения, то при достаточно малых значениях ∆t
ошибка ∆ε может принимать сколько угодно большие значения и оказаться по модулю су-
щественно больше, чем вычисляемая производная pk. В свою очередь, при увеличении зна-
чения ∆t растёт абсолютное значение ошибки задания приращения ∆t, что также влияет
на суммарную погрешность дифференцирования. Данное обстоятельство иллюстрирует
важность выбора корректной величины приращения ∆t и необходимость создания новых
АДЦС, свободных от вышеперечисленных недостатков [2].
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Исследование АДЦС на модельных сигналах. Первым шагом к уменьшению
ошибки при численном дифференцировании сигнала S стало решение увеличить количе-
ство рассматриваемых узлов для вычисления производной методом расчёта отношения

центральных конечных разностей [1]. Для расчёта по пяти узлам была использована фор-
мула:

pk =
s(tk − 2∆t)− 8s(tk −∆t) + 8s(tk + ∆t)− s(tk + 2∆t)

12∆t
, (4)

для расчёта по семи узлам применялась формула:

pk =
s(tk+3)− 9s(tk+2) + 45s(tk+1)− 45s(tk−1) + 9s(tk−2)− s(tk−1)

60∆t
. (5)

В качестве дифференцируемых сигналов использовался сигнал, задаваемый равен-
ством вида:

S = st + εt = sin (t) + εt, (6)

где εt — некоторое значение ошибки измерения истинного сигнала st, генерирующееся
при помощи специального метода, который добавляет к исходной, численно заданной функ-
ции равномерно распределённые случайные числа. Все рассматриваемые далее алгоритмы
были реализованы в среде GNU Octave, где было произведено сравнение их точности и вы-
числительной эффективности.

Результаты дифференцирования сигнала S с внесённой ошибкой εt представлены
на рис. 1. Цифрой 1 отмечен график результатов дифференцирования по семи узлам, циф-
рой 2 — по пяти узлам, цифрой 3 — по трём узлам. График аналитически вычисленной
производной S = cos (t) отмечен цифрой 4, а график исходной функции S = sin (t) — циф-
рой 5. На фрагменте с приближением (рис. 1, b) цифрой 1 обозначен график результатов
дифференцирования по семи узлам, цифрой 2 — по пяти узлам, цифрой 3 — по трём

узлам.
Как следует из представленных результатов, при вычислении ГВЗ с применением ме-

тода отношения центральных конечных разностей шумовая составляющая исходного сиг-
нала значительно усиливается, что мешает использовать результат дифференцирования
для исследования сигнала.
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Рис. 1. Оценка помехоустойчивости методом конечных разностей при вариации
количества узлов дифференцирования: a — общий вид графика, b — фрагмент

с приближением
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Таб л иц а 1

Сравнение RSSE при разном количестве узлов дифференцирования

Количество узлов дифференцирования RSSE

3 21,477
5 19,158
7 14,552

Для оценки помехоустойчивости работы алгоритмов будет рассчитываться Root sum
square error (RSSE) по формуле:

RSSE =

√√√√ n∑
i=1

(pi − qi)2 , (7)

где pi — значение, вычисленное при помощи рассматриваемого алгоритма АДЦС, а qi —
значение в той же точке, аналитически вычисленное производной смоделированного сиг-
нала S′ = sin (t)′ = cos (t) [10].

Сравнение значений RSSE при численном дифференцировании методом центральных
разностей при вариации числа узлов дифференцирования представлено в табл. 1. Вычис-
ления проводились с шагом по оси времени, равным 0,05.

Из табл. 1 можно заключить, что RSSE уменьшается при увеличении рассматри-
ваемых узлов дифференцирования, но всё равно остаётся высоким при расчёте оценки
производной для вычисления ГВЗ.

Дифференцирование сигналов с применением скользящей квадратичной ап-
проксимации (СКА). В качестве функции, аппроксимирующей сигнал S = s(t), исполь-
зуется алгебраический полином второго порядка, который определяется равенством:

s(t) = c0t
2 + c1t + c2, (8)

где c0, c1 и c2 — коэффициенты, значения которых подбираются с целью минимизировать
погрешность аппроксимации производной (7) [4].

Задача аппроксимации заданного сигнала s(t) полиномом решается в режиме скользя-
щего окна, при котором с учётом технических возможностей вычислительного устройства
выбирается некоторое натуральное число m, называемое шириной скользящего окна, и де-
лается это с учётом выполнения неравенства:

3 < m < M, (9)

где M — верхняя граница допустимых значений m.
Используя первые m значений t и s(t) и вектор коэффициентов начальных оценок c>,

составляется и решается система линейных алгебраических уравнений вида

Akc
>
k = s>k , (10)

где

Ak =


t2m tm 1
t2m−1 tm−1 1

...
...

...
t2k tk 1

 ; c>k =

 c0
c1
c2

 ; s>k =


sm
sm−1

...
sk

 . (11)
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Рис. 2. Результаты применения метода скользящей аппроксимации дифферен-
цируемого сигнала со случайной шумовой составляющей квадратичным поли-

номом

В качестве решения c>k приведённой выше системы уравнений (11) используется его

псевдорешение c>k+, которое вычисляется равенством:

c>k+ = A+
k s
>
k , (12)

где A+
k — матрица, псевдообратная к матрице Ak [7].

Полученный в результате решения вектор поправок c>k+ подставляется в изначальный
полином, и в центре скользящего окна вычисляется производная полученного при этом
равенства в соответствии с формулой:

ds

dt
= 2c0tk+m/2 + c1. (13)

Результат дифференцирования сигнала S = sin (t) представлен на рис. 2, где помимо
исходной функции (обозначена цифрой 2 ), а также функции, полученной методом диффе-
ренцирования с применением СКА (отмечена цифрой 3 ), приведён график восстановлен-
ного исходного сигнала с помощью интегрирования продифференцированной функции S
(обозначен цифрой 1 ). Ширина скользящего окна m = 12.

Как можно наблюдать на рис. 2, восстановленный сигнал S = sin (t) содержит мень-
ше шумов, чем исходный сигнал. Оценка RSSE исходного зашумлённого сигнала и смо-
делированного сигнала S без шумов составила 1,03045, а восстановленного — 0,833875.
Оценка RSSE продифференцированного сигнала и смоделированной аналитически рассчи-
танной производной сигнала S равна 1,8790. Следовательно, дифференцирование с ис-
пользованием СКА позволяет с более высокой точностью определять производную чис-
ленно заданной функции, включающей равномерно распределённый шум. Однако этот
метод требует значительных вычислительных затрат, связанных с матричными операци-
ями и расчётом псевдообратных матриц. Чтобы снизить вычислительную сложность ал-
горитма дифференцирования, было принято решение использовать алгоритм скользящей
кусочно-линейной аппроксимации (СКЛА), поскольку он потенциально обладает меньшей
вычислительной сложностью и, соответственно, более высоким быстродействием.
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Рис. 3. Сравнение помехоустойчивости алгоритмов дифференцирования с ис-
пользованием квадратичной и линейной скользящих аппроксимаций

Дифференцирование сигналов с применением СКЛА. Для линейной аппрокси-
мации модельного сигнала S = sin (t) будет использоваться полином, который определя-
ется равенством:

s(t) = c0t + c1. (14)

По аналогии с методом квадратичной аппроксимации составляется система линейных

алгебраических уравнений вида

c>k+ = A+
k s
>
k , (15)

где

Ak =


tm 1
tm−1 1

...
...

tk 1

 ; c>k =

[
c0
c1

]
; s>k =


sm
sm−1

...
sk

 . (16)

Полученный в результате решения уравнения (16) вектор поправок c>k+ подставляется
в изначальный полином и в центре скользящего окна вычисляется производная получен-
ного при этом равенства в соответствии с эквивалентом:

ds

dt
= c0. (17)

Результат сравнения дифференцирования сигнала S = sin (t) (обозначен цифрой 1 )
методами СКА (обозначен цифрой 2 ) и СКЛА (обозначен цифрой 3 ) представлен на рис. 3,
ширина скользящего окнаm = 12.Как можно видеть из результатов сравнения на графике,
методы дают схожий результат дифференцирования.

Для расчёта вектора коэффициентов поправок c>k+ без применения матричных опера-
ций необходимо использовать формулы:

c0 =

m

m∑
i=k

tis(ti)−
m∑
i=k

ti

m∑
i=k

s(ti)

m
m∑
i=k

t2i −
( m∑

i=k

ti

)2 , (18)
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c1 =
1

m

( m∑
i=k

s(ti)− c0

m∑
i=k

ti

)
. (19)

При сравнении оценок производных, полученных дифференцированием с применением
СКЛА матричным и алгебраическим методами, значения RSSE получились одинаковыми
и равными 1,9622.

Для вычисления значений производной на концах численно заданной функции исполь-
зуется алгоритм постепенного изменения ширины скользящего окна до значений, позволя-
ющих производить дифференцирование. Данный алгоритм заключается в том, что в нача-
ле численно заданной функции ширина скользящего окна принимается равной 3 и увеличи-
вается на единицу для каждой последующей точки до тех пор, пока индекс обрабатываемо-
го значения не станет равен m/2. Когда до конца диапазона дифференцирования остаётся
m/2 точек, дифференцирование начинается с последней точки в обратном направлении
по аналогии с началом.

Сравнение рассмотренных алгоритмов. Представленные в работе методики диф-
ференцирования разными алгоритмами были размещены на одном графике и представлены

на рис. 4, a, где цифрой 1 отмечен график результата дифференцирования при помощи
метода конечных приращений, цифрой 2 — с использованием квадратичной аппроксима-
ции, цифрой 3 — с применением метода, основанного на кусочно-линейной аппроксимации.
Скорость работы алгоритмов также была измерена и отображена на графиках рис. 4, b,
где цифрой 1 обозначена скорость работы метода дифференцирования с квадратичной

аппроксимации, цифрой 2 — кусочно-линейной аппроксимации и цифрой 3 — конечных

приращений.
Сравнение точности вычисления (RSSE) и среднего времени работы алгоритмов (t̄)

было проведено в табл. 2.
Как можно видеть из приведённых результатов, метод конечных приращений облада-

ет наибольшей скоростью расчётов (в 12 раз выше, чем у СКЛА, и в 17 — чем у СКА), но
оценка RSSE указывает на его низкую помехоустойчивость, что затрудняет его примене-
ние. При этом метод СКЛА уступает в точности СКА всего на 5 %, но обладает большей
скоростью вычислений на 35 %. Достичь такого уменьшения вычислительной сложности
позволил отказ от матричных операций в пользу алгебраических формул.
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Рис. 4. Сравнение помехоустойчивости при вычислении оценок производных (a)
и времени работы (b) рассматриваемых АДЦС
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Таб л иц а 2

Сравнение помехоустойчивости и времени работы рассматриваемых методов

вычисления производной, ширина скользящего окна m равна 12

Метод вычисления производной RSSE t̄, с

Метод конечных приращений 14,384 0,01692
Метод скользящей квадратичной аппроксимации 2,0601 0,21
Метод скользящей линейной аппроксимации 2,1686 0,2832

Заключение. В ходе выполнения исследовательской работы были получены следую-
щие результаты относительно методов и алгоритмов дифференцирования наблюдаемого

сигнала:
1. Метод дифференцирования цифрового сигнала, основанный на применении сколь-

зящей кусочно-линейной аппроксимации, позволяет вычислять ГВЗ с более высокой точ-
ностью, чем метод конечных приращений.

2. Метод дифференцирования цифрового сигнала обладает меньшей вычислительной
сложностью, чем метод, базирующийся на применении скользящей квадратичной аппрок-
симации, при сравнимой точности (в пределах 5 %) вычисления.
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