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В настоящее время при решении задачи автономной навигации по параметрам оптиче-
ского потока, снимаемого видеокамерой во время движения объекта, определяются только
составляющие линейной и угловой скоростей объекта. Подобное определение скоростей яв-
ляется лишь частью общей задачи навигации — текущего позиционирования объекта и

определения его угловой ориентации — и не позволяет решить её в целом. В связи с этим
рассмотрен интеграционный подход, позволяющий объединить возможности инерциальной
навигационной системы, которая обеспечивает решение задачи автономной навигации в це-
лом, и системы навигации по оптическому потоку, позволяющей осуществлять автономное
наблюдение параметров линейного и углового движений с минимальными аппаратными

затратами. Поскольку при использовании этих систем серьёзную проблему представляет
сложность учёта помех с различной вероятностной природой, то синтез стохастической мо-
дели предложенной интегрированной инерциально-оптической системы проведён с учётом
возможности дальнейшего применения методов, учитывающих влияние помех при оцен-
ке навигационных параметров объекта, т. е. методов современной теории стохастической
фильтрации. В результате для оценки полного вектора параметров движения объекта по
измерениям интегрированной инерциально-оптической системы навигации построен моди-
фицированный расширенный фильтр Калмана, учитывающий корреляцию шумов объекта
и наблюдателя. Проведён численный эксперимент, иллюстрирующий эффективность пред-
ложенного подхода.

Ключевые слова: инерциальная навигационная система, параметры оптического по-
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Введение. Современное развитие навигационных систем (НС) предполагает две про-
тиворечивые тенденции — дальнейшее повышение точности решения навигационной за-
дачи при постоянном снижении стоимости самих систем. Одним из эффективных направ-
лений решения этих задач является комплексирование систем навигации на различных

физических принципах при наличии бортового вычислителя, обеспечивающего возмож-
ность процедуры оценки навигационных параметров по измерениям чувствительных эле-
ментов таких НС [1–4]. Наиболее популярной в настоящее время является интеграция
спутниковых и инерциальных НС (ИНС), включающая слабосвязанную, сильносвязанную
и глубокую интеграции [5–7]. Несмотря на проработанность многих аспектов инерциально-
спутниковой интеграции, её основной проблемой остаётся потеря точности НС на длитель-
ных интервалах времени при невалидности спутниковых сообщений, характерной для гор-
ного рельефа, высотной городской застройки, туннелей и пр. В качестве альтернативного
варианта интеграции с инерциальной НС может быть выбрано комплексирование с систе-
мой автономной навигации по оптическому потоку [8–21]. Основным направлением публи-
каций на эту тему является поиск наименее затратных в вычислительном отношении и
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более точных алгоритмов определения линейной и угловой скоростей объекта по измене-
нию интенсивности оптического потока, регистрируемого во время движения. Но опреде-
ление линейной и угловой скоростей объекта, осложнённое необходимостью учёта помех,
вероятностные характеристики которых, как правило, не определены, является лишь ча-
стью общей задачи навигации — текущего позиционирования объекта и определения его

угловой ориентации — и не позволяет решить её в целом.

Постановка задачи. В связи с этим представляется весьма актуальной разработка
подходов, объединяющих как возможности ИНС и систем навигации по оптическому по-
току (СНОП), так и методов, учитывающих влияние помех при оценке навигационных па-
раметров объекта, т. е. методов современной теории стохастической фильтрации [3, 4, 22].
Поставленную проблему будем решать на основе интеграции классической бесплатфор-
менной ИНС (БИНС) и традиционной СНОП. Для возможности формирования решения в
самом общем случае введём следующие системы координат (СК) [2, 5, 7, 23]:

— приборную СК (ПСК) J(0xyz) с началом в центре масс (ЦМ) объекта, оси которой
направлены по взаимно ортогональным осям чувствительности чувствительных элемен-
тов (ЧЭ) БИНС;

— невращающуюся инерциальную СК (ИСК) I(Oξηζ) с началом в центре сферы Зем-
ли, осью Oη, совпадающей с вектором угловой скорости Земли Ω, осью Oζ, лежащей в
начальный момент времени в плоскости нулевого меридиана, и осью Oξ, дополняющей
систему координат до правой;

— сопровождающую СК (ССК) S(OXY Z) с началом в ЦМ объекта, ось OY которой

лежит в плоскости местного меридиана, ось OZ направлена от центра Земли по местной
вертикали, а ось OX дополняет систему координат до правой.

Полагаем также, что измерительный комплекс БИНС состоит из трёх акселерометров
и трёх датчиков угловой скорости (ДУС), оси чувствительности которых направлены по
осям ПСК.

Решение задачи. Общность решения задачи навигации предполагает инвариант-
ность математической модели БИНС к характеру движения объекта, особенностям его
конструкции, модели возмущающих воздействий и т. п. В связи с этим в качестве моде-
ли БИНС, инвариантной ко всем перечисленным факторам, используем далее уравнения
БИНС в самой общей нелинейной форме [2, 7, 23]:∣∣∣∣∣∣
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В приведённых уравнениях состояния БИНС приняты следующие обозначения: α, β, γ —
углы Эйлера — Крылова, определяющие ориентацию ПСК относительно ИСК; Zd — век-
тор измерений ДУС; Wd — вектор помех измерения ДУС, аппроксимируемый далее белым
гауссовским шумом (БГШ) с нулевым математическим ожиданием и матрицей интенсив-
ностей Dd; λ — долгота; ϕ — широта ЦМ объекта; VS = |VX VY VZ |> — вектор скорости

объекта относительно Земли; r — радиус Земли; h = h0 +

t∫
0

Vz(s) dS — текущая высо-

та объекта; h0 — начальная высота; Ω — угловая скорость вращения Земли; g — гра-
витационное ускорение; Za — вектор выходных сигналов акселерометров; Wa — вектор

помех акселерометров, аппроксимируемый БГШ с нулевым средним и матрицей интенсив-
ностей Da; C(α, β, γ, λ, ϕ) = D(α, β, γ)B>(λ, ϕ) — матрица поворота 2-го рода [23] ПСК
относительно ССК; D(α, β, γ) — матрица поворота ПСК относительно ИСК; B(λ, ϕ) —
матрица поворота ССК относительно ИСК [7].

В канонической форме Ланжевена стохастические уравнения БИНС (1), полученные
при самых общих предположениях о движении объекта и стохастическом характере помех

ЧЭ БИНС, можно представить как

Ẏ = F (Y, t) + F1(Y, t)WY , (2)

где Y = |α β γ λ ϕ VX VY VZ h|>, Y (0) = Y0, WY = |W T
d W T

a |>. Модель (2) является
полной стохастической моделью БИНС, инвариантной к характеру движения объекта и
обеспечивающей возможность её применения при построении интегрированной НС в ка-
честве базовой модели вектора навигационных параметров. Необходимость интеграции
обусловлена тем обстоятельством, что измерения всех ЧЭ БИНС уже использованы при
описании динамики полного вектора навигационных параметров в стохастической диффе-
ренциальной форме (2). А для оценки этих параметров с применением методов стохастиче-
ской фильтрации обязательно наличие наблюдателя параметров состояния системы [22],
т. е. дополнительных измерений, несущих информацию о всех оцениваемых переменных
модели (2) (которых уже нет в БИНС). В связи с этим в качестве такого наблюдателя па-
раметров движения объекта далее рассмотрим систему навигации по оптическому потоку,
обладающую такими преимуществами, как конструктивная простота и автономность.

Модель системы навигации по оптическому потоку. В современных СНОП ис-
пользуются различные методы для получения оценки параметров движения объекта по-
средством обработки информации, заключённой в изменении интенсивности, контраста,
цветовой гаммы (обобщённо — «яркости») отражённого светового излучения [14, 16, 18].
В качестве одного из основных подходов к оценке параметров движения по последователь-
ности монокулярных изображений можно выделить применение методов, основанных на
вычислении значений оптического потока [9–21]. В настоящее время эта задача решается
в детерминированной постановке [15–21] непосредственным вычислением вектора оптиче-
ского потока из так называемого основного уравнения оптического потока с последующим

определением параметров движения путём решения системы нелинейных уравнений. Но
при этом следует отметить, что использование подобного подхода позволяет вычислить
лишь масштабированные линейную и угловую скорости, а также не обеспечивает прин-
ципиальной возможности формирования высокоточного решения в связи с зашумлённо-
стью реальных изображений и методическими погрешностями подхода [9–21]. В связи с
этим рассмотрим иной подход к оценке навигационных параметров объекта — на осно-
ве интегрирования СНОП с БИНС и использования измерений СНОП в качестве вектора
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Рис. 1. Система координат, связанная с видеокамерой

наблюдений навигационных параметров, описываемых уравнениями БИНС (2), с после-
дующим применением аппарата теории стохастической фильтрации. Для построения мо-
дели наблюдателя вектора навигационных параметров, формируемых СНОП, введём до-
полнительно СК OX∗Y ∗Z∗, связанную с видеокамерой (ВСК) (рис. 1), где x∗ = f X∗/Z∗,
y∗ = f Y ∗/Z∗ — известные координаты проекции точки сканирования P на плоскость

изображения; f — фокусное расстояние; z∗ — глубина изображения (проекции точки ска-
нирования P ); VX∗ , VY ∗ , VZ∗ — проекции вектора линейной скорости ЦМ объекта на оси

ВСК; ωX∗ , ωY ∗ , ωZ∗ — проекции вектора угловой скорости объекта на оси ВСК, ось OZ∗

совпадает с линией визирования видеокамеры.
В ВСК уравнения, связывающие значения вектора оптического потока с параметрами

движения объекта [15–21], имеют вид∣∣∣∣ uν
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ f(−VX∗/Z∗ − ωY ∗ + ωZ∗y∗)− fx∗(−VZ∗/Z∗ − ωX∗y∗ + ωY ∗x∗)

f(−VY ∗/Z∗ − ωZ∗x∗ + ωX∗)− fy∗(−VZ∗/Z∗ − ωX∗y∗ + ωY ∗x∗)

∣∣∣∣∣ =

=
f

Z∗

∣∣∣∣ −1 0 x∗

0 −1 y∗

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
VX∗

VY ∗

VZ∗

∣∣∣∣∣∣+ f

∣∣∣∣ y∗x∗ −(x∗2 + 1) y∗

(y∗2 + 1) −y∗x∗ −x∗

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
ωX∗

ωY ∗

ωZ∗

∣∣∣∣∣∣ , (3)

где u, ν — параметры оптического потока (компоненты скорости яркостной картины,
взятые в точке сканирования).

При использовании СНОП полагаем, что оптическая информация снимается с поверх-
ности Земли (линия визирования видеокамеры в невозмущённом состоянии направлена к
центру Земли), при этом начало ВСК совпадает с началом ПСК, в начальный момент
времени ось OX∗ ВСК совпадает с направлением оси Oy ПСК, ось OY ∗ ВСК — с направ-
лением оси Ox ПСК и ось OZ∗ ВСК направлена противоположно оси Oz ПСК. В этом
случае в проекциях на оси ПСК уравнения вектора оптического потока примут вид∣∣∣∣ uν

∣∣∣∣ =
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Vz
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∣∣∣∣∣∣
ωx
ωy
ωz
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где x, y — известные координаты проекции точки сканирования P на плоскость изоб-
ражения; Z = Z(x, y) — глубина точки сканирования P ; Vx, Vy, Vz — проекции вектора

линейной скорости ЦМ объекта на оси ПСК; ωx, ωy, ωz — проекции вектора угловой ско-
рости объекта на оси ПСК.

Для возможности использования полученных уравнений в качестве уравнений наблю-
дателя вектора Y представим входящие в них переменные в ССК. В случае невозмущён-
ного движения видеокамеры при сканировании подстилающей поверхности глубина изоб-

ражения точки сканирования P определяется как Z(x, y) =
√
x2 + y2 + h2, следовательно,

в общем случае при вращении приборного трёхгранника (т. е. видеокамеры) глубина изоб-
ражения равна

Z(x, y) =

√
x2 + y2 +

h2

c233(α, β, γ, λ, ϕ)
,

где c33(α, β, γ, λ, ϕ) — соответствующий элемент матрицы C(α, β, γ, λ, ϕ). Поскольку век-
торы линейной и угловой скоростей в ПСК могут быть представлены как

|Vx Vy Vz|> = C(α, β, γ, λ, ϕ)VS , |ωx ωy ωz|> = D(α, β, γ)(Zd −Wd),

то окончательно уравнения вектора оптического потока в функции оцениваемого вектора Y
могут быть записаны в следующем виде:∣∣∣∣ uν

∣∣∣∣ = f
(
x2 + y2 +

h2

c233(α, β, γ, λ, ϕ)

)−1/2 ∣∣∣∣ 0 1 −y
1 0 −x

∣∣∣∣ C(α, β, γ, λ, ϕ)VS +

+ f

∣∣∣∣ −(y2 + 1) yx x

−yx x2 + 1 −y

∣∣∣∣ D(α, β, γ)(Zd −Wd). (5)

Как отмечено в работах [9–14, 18–21], в реальной СНОП компоненты вектора оптическо-
го потока u, ν в каждой точке сканирования измеряются с неизбежными погрешностями
Wu,Wν . В этом случае измеряемый в точке P вектор оптического потока ZСНОП принимает
вид

ZСНОП =

∣∣∣∣ uν
∣∣∣∣ = f

(
x2 + y2 +

h2

c233(α, β, γ, λ, ϕ)

)−1/2 ∣∣∣∣ 0 1 −y
1 0 −x

∣∣∣∣ C(α, β, γ, λ, ϕ)VS +

+ f

∣∣∣∣ −(y2 + 1) yx x

−yx x2 + 1 −y

∣∣∣∣ D(α, β, γ)Zd −

− f
∣∣∣∣ −(y2 + 1) yx x

−yx x2 + 1 −y

∣∣∣∣ D(α, β, γ)Wd +

∣∣∣∣ Wu

Wν

∣∣∣∣ . (6)

Учитывая, что в общем случае вероятностные характеристики помех Wu, Wν неиз-
вестны, а также то, что параметры оптического потока могут быть вычислены сразу в
N точках сканирования, для возможности использования методов нелинейной фильтра-
ции усредним полученные во всех N точках (xi, yi), i = 1, . . . , N , сигналы наблюдения
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ZСНОПi
(6). Поскольку помехи параметров оптического потока равномощны для каждой

точки сканирования, то в силу центральной предельной теоремы распределение шумов

Wu∗ =
1

N

N∑
i=1

Wui, Wν∗ =
1

N

N∑
i=1

Wνi

уже при N > 3 будет близко к гауссовскому, постоянно приближаясь к нему с ростом
N [22], что даёт основание аппроксимировать помехи Wu∗ , Wν∗ центрированным БГШ с

интенсивностями Du∗ , Dν∗ . Окончательно искомый наблюдатель вектора навигационных
параметров, обеспечивающий возможность применения существующих методов нелиней-
ной фильтрации [3, 22], принимает вид

ZH = A1(α, β, γ, λ, ϕ, h)C(α, β, γ, λ, ϕ)VS + A2D(α, β, γ)Zd −

− |A2D(α, β, γ)
...− E2| |Wd Wu∗ Wν∗|>,

A1(α, β, γ, λ, ϕ, h) =
f

N

N∑
i=1

(
x2i + y2i +

h2

c233(α, β, γ, λ, ϕ)

)−1/2 ∣∣∣∣ 0 1 −yi
1 0 −xi

∣∣∣∣ ,

A2 =
f

N

N∑
i=1

∣∣∣∣ −(y2i + 1) yixi xi

−yixi x2i + 1 −yi

∣∣∣∣ ,
где E2 — единичная матрица размерности 2, или в общем виде

ZH = H(Y, t) +H0(Y )WH , WH = |Wd Wu∗ Wν∗|>. (8)

Важной особенностью полученного наблюдателя (8) является явная зависимость его
информационной части (функций H, H0) от всех компонентов оцениваемого вектора Y ,
что положительно влияет на сходимость и точность процесса фильтрации.

Уравнения оценки навигационных параметров в интегрированной НС. По-
лученные уравнения (2), (8), приведённые в виде «объект—наблюдатель», позволяют окон-
чательно решить поставленную задачу нелинейной фильтрации вектора Y на основе фор-
мирования расширенного фильтра Калмана с коррелированными шумами объекта и на-
блюдателя [4, 22]:

˙̂
Y = F (Ŷ , t) +K(Ŷ , t)(ZH −H(Ŷ , t)),

K(Ŷ , t) =
(
R(Ŷ , t)

∂H>(Ŷ , t)

∂Ŷ
+ S(Ŷ , t)

)
D−1H (Ŷ ), (9)

Ṙ(Ŷ , t) =
(∂F (Ŷ , t)

∂Ŷ
− S(Ŷ , t)D−1H (Ŷ )

∂H(Ŷ , t)

∂Ŷ

)
R(Ŷ , t) +

+R(Ŷ , t)
(∂F (Ŷ , t)

∂Ŷ
− S(Ŷ , t)D−1H (Ŷ )

∂H(Ŷ , t)

∂Ŷ

)>
−
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−R(Ŷ , t)
∂H>(Ŷ , t)

∂Ŷ
D−1H (Ŷ )

∂H(Ŷ , t)

∂Ŷ
R(Ŷ , t) +

+ F1(Ŷ , t)DY F
>
1 (Ŷ , t)− S(Ŷ , t)D−1H (Ŷ )S>(Ŷ , t),

где Ŷ — оценка вектора навигационных параметров Y (t), R(Ŷ , t) — апостериорная кова-
риационная матрица,

DY =

∣∣∣∣ Dd 0

0 Da

∣∣∣∣ , DH(Ŷ ) = H0(Ŷ )

∣∣∣∣∣∣∣
Dd 0 0

0 Du∗ 0

0 0 Dν∗

∣∣∣∣∣∣∣H>0 (Ŷ ),

S(Ŷ , t) = F1(Ŷ , t)

∣∣∣∣∣∣∣
Dd

... 0

· · · · · ·
0

∣∣∣∣∣∣∣H>0 (Ŷ ).

Как показывает практика, применение расширенного фильтра Калмана (9) обеспечивает
компромисс по критерию «точность—вычислительные затраты» при реализации в вычис-
лителях общего и специального назначения. Для иллюстрации эффективности предложен-
ного подхода был проведён следующий численный эксперимент.

П р и м е р. Рассматривалось движение беспилотного летательного аппарата
(БПЛА) на временно́м интервале [0, 1000] с со следующими параметрами линейного и
углового движений в ПСК: Vx = 25 + 3 cos (0,1t) м/с, Vy = 15 + 1,5 sin (0,2t) м/с,
Vz = 0,15 cos (10−2t) м/с, h0 = 60 м, ωx = 0,22 cos (0,02t) ◦/с, ωy = 0,3 sin (0,04t) ◦/с,
ωz = 0,04 cos (0,01t) ◦/с, λ0 = π/3 рад, ϕ0 = π/4 рад. В первом варианте моделирования
рассматривалось размещение модуля БИНС на БПЛА с использованием демпферной си-
стемы, в силу чего в качестве компонентов вектора помех измерения акселерометров Wa

рассматривались только их собственные шумы, аппроксимируемые гауссовскими после-
довательностями с нулевыми средними и дисперсиями Da = (5 · 10−3)2 (м/с2)2. Измерения
ДУС моделировались путём аддитивного наложения векторной гауссовской последователь-
ности Wd с нулевым средним и матрицей дисперсий Dd = (10−4)2E3 (рад/с)2, где E3 —
единичная матрица размерности 3, на вектор проекций угловой скорости в ИСК, опре-
деляемый как D>(α, β, γ) |ωx ωy ωz|>. Моделирование измерений СНОП осуществлялось

в соответствии с алгоритмом усреднения (7) при f = 25 мм для 100 пикселей (xi, yi) в
координатной сетке {x : [0; 5], y : [0; 5]} с шагом 0,5 и использованием в качестве помех из-
мерения Wu∗ ,Wν∗ гауссовских последовательностей с нулевыми средними и дисперсиями
(Du∗ , Dν∗) = (2 · 10−4)2 (м/с)2. По полученным измерениям СНОП реализован алгоритм
расширенного фильтра Калмана (9) с применением метода Рунге — Кутты 4-го порядка
с шагом 0,01 с. На рис. 2 представлены графики ошибок оценки углов α, β, γ, определяю-
щих ориентацию ПСК относительно ИСК, на рис. 3 — графики ошибок оценки широты,
долготы и высоты БПЛА.

Анализ приведённых значений ошибок оценивания углов ориентации и координат

БПЛА позволяет сделать вывод, во-первых, об устойчивости процесса их оценивания, а во-
вторых, об удовлетворении диапазонов изменения значений ошибок требованиям, предъ-
являемым не только к современным, но и перспективным автономным навигационным си-
стемам: ошибка оценки угла α не превысила на всём интервале моделирования 0,15 град,
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Рис. 2. Изменение во времени ошибок оценки углов α (a), β (b), γ (c) при демп-
фировании вибраций силовой установки БПЛА
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Рис. 3. Изменение во времени ошибок оценки координат БПЛА при демпфирова-
нии вибраций силовой установки БПЛА: широты (a), долготы (b) и высоты (c)

угла β — 0,17 град, угла γ — 0,22 град; по широте ошибка оценки в конце интервала мо-
делирования не превысила 10−6 рад (6 м), по долготе — 2,2 ·10−6 рад (6,7 м), по высоте —
0,9 м.

Второй вариант моделирования предполагал жёсткое крепление модуля БИНС на кор-
пусе БПЛА (т. е. отсутствие демпфера), приводящее к необходимости введения в состав
помех измерения акселерометров шумов, обусловленных вибрациями винтов и моторов
БПЛА. В этом случае помехи измерения акселерометров аппроксимировались гауссов-
скими последовательностями с нулевыми средними и дисперсиями Da = (1,2)2 (м/с2)2.
Для данного варианта моделирования графики ошибок оценки углов α, β, γ представлены
на рис. 4, графики ошибок оценки широты, долготы и высоты БПЛА — на рис. 5.

Как показывают результаты моделирования, увеличение интенсивности помех акселе-
рометров наиболее сильно повлияло на параметры позиционирования БПЛА: ошибки оцен-
ки в конце интервала моделирования увеличились по широте до 2,5 · 10−6 рад (15 м), по
долготе— до 6,5 · 10−6 рад (19,8 м) и по высоте— до 5 м. При этом ошибки оценки угловой
ориентации, наиболее проблемной с точки зрения её определения для БПЛА, изменились
незначительно — увеличилась в основном только ошибка оценки угла α (до 0,3 град).

Сравнительный анализ приведённых ошибок позиционирования в обоих вариантах

моделирования свидетельствует о необходимости использования систем демпфирования

вибраций силовой установки для БПЛА, режимы работы которых предполагают высоко-
точное позиционирование, и о возможности жёсткого крепления модуля БИНС для БПЛА,
требующих средней точности определения его пространственных координат (в пределах
заданной зоны наблюдения).
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Рис. 4. Изменение во времени ошибок оценки углов α (a), β (b), γ (c) при жёстком
креплении модуля БИНС
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Рис. 5. Изменение во времени ошибок оценки координат БПЛА при жёстком

креплении модуля БИНС: широты (a), долготы (b) и высоты (c)

Заключение. В целом полученные результаты позволяют сделать вывод о том, что
использование СНОП в качестве наблюдателя параметров движения объекта при ком-
плексировании с БИНС оказывается более эффективным по сравнению с непосредствен-
ным определением по параметрам оптического потока только составляющих линейной и

угловой скоростей как по вычислительным затратам, так и по точности оценки вектора
навигационных параметров объекта [8–21]. Преимущественными особенностями рассмот-
ренной инерциально-оптической НС являются её автономность, невысокая размерность
наблюдателя (равная 2), а также возможность наблюдения всех параметров движения объ-
екта, что чрезвычайно важно для обеспечения устойчивости и точности процесса оценки
навигационных параметров.
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