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Введение. Задача проверки гипотезы о независимости случайных величин является
одной из основных в теории математической статистики. Результаты проверки гипотез
используются при синтезе эффективных моделей и алгоритмов принятия решений. При-
знано, что универсальным критерием проверки гипотезы о распределениях случайных ве-
личин, включая их независимость, является критерий Пирсона [1]. Однако его применение
содержит трудно формализуемый этап разбиения области значений случайных величин

на многомерные интервалы. Поэтому появилась необходимость разработки новых методов
проверки гипотезы о независимости случайных величин, позволяющих обойти эту пробле-
му. В работах [2–5] предложена методика проверки гипотезы о независимости случайных
величин, основанная на использовании непараметрического алгоритма распознавания об-
разов, соответствующего критерию максимального правдоподобия. Каждый класс в про-
странстве случайных величин определяется условиями их независимости и зависимости.
Оценивание плотностей вероятностей в классах осуществляется по исходным данным с

использованием статистик типа Розенблатта — Парзена. Предлагаемая методика обоб-
щена на задачу проверки гипотезы о независимости многомерных случайных величин [2].
Рассмотрена её эффективность при усложнении однозначных функциональных зависимо-
стей между сравниваемыми двумерными случайными величинами при различных объё-
мах статистических данных [3]. Предложенная методика развита при проверке гипотезы
в условиях неоднозначных функций [4]. Её эффективность подтверждается результатами
сравнения с традиционным критерием Пирсона [5].
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Цель данной работы состоит в применении непараметрической методики проверки ги-
потезы о независимости случайных величин при анализе спектральных признаков данных

дистанционного зондирования антропогенных территорий и использовании полученных

результатов при распознавании их типов.
Непараметрическая методика проверки гипотезы о независимости случай-

ных величин. Имеется выборка V = (xi1, x
i
2, i = 1, n) статистически независимых наблю-

дений случайных величин x1, x2 объёма n. Необходимо проверить гипотезу о независимо-
сти случайных величин x1, x2:

H0 : p(x1, x2) = p(x1)p(x2), (1)

где p(x1, x2) — совместная плотность вероятности, p(x1)p(x2) — произведение плотностей

вероятности одномерных случайных величин x1, x2. С учётом гипотезы H0 определим

два класса Ω1, Ω2. Класс Ω1 характеризуется плотностью вероятности p(x1, x2), а Ω2 —
p(x1)p(x2).

На этой основе определим решающее правило распознавания классов Ω1, Ω2, соответ-
ствующее критерию максимального правдоподобия:

m(x) :

{
x ∈ Ω1, если p(x1, x2) > p(x1)p(x2);

x ∈ Ω2, если p(x1, x2) < p(x1)p(x2),
(2)

где x = (x1, x2).
Если выполняется соотношение p(x1, x2) < p(x1)p(x2), то в условиях x наиболее веро-

ятным является предположение о независимости случайных величин x1, x2. При справед-
ливости соотношения p(x1, x2) > p(x1)p(x2) алгоритм (2) относит ситуацию x к классу Ω1,
в котором выполняется предположение о зависимости случайных величин x1, x2. Пусть ρ1
и ρ2 — ошибки распознавания классов Ω1 и Ω2 с использованием решающего правила (2).
Тогда появляется возможность заменить проверку гипотезы H0 (1) на проверку гипотезы
H̄0: ρ1 = ρ2. Нетрудно заметить, что значение ρ1 определяется интегралом от плотности
вероятности p(x1, x2), значение которого зависит от уравнения разделяющей поверхности
между классами Ω1, Ω2. Вероятность ошибки распознавания ρ2 в предположении незави-
симости x1 и x2 вычисляется в виде произведения интегралов от p(x1) и p(x2). Поэтому
выполнение гипотезы H̄0 возможно только при условии p(x1, x2) = p(x1)p(x2).

Восстановление плотностей вероятностей p(x1, x2), p(x1)p(x2) в решающем правиле (2)
осуществляется по одной и той же выборке V соответственно в предположении о зави-
симости и независимости случайных величин x1 и x2. Для оценивания этих плотностей
вероятностей будем использовать их непараметрические оценки ядерного типа [6, 7]:

p̄(x1, x2) =
1

nc1c2

n∑
i=1

Φ
(x1 − xi1

c1

)
Φ
(x2 − xi2

c2

)
, (3)

p̄(x1)p̄(x2) =
1

n2c1c2

n∑
i=1

n∑
j=1

Φ
(x1 − xi1

c1

)
Φ
(x2 − xj2

c2

)
, (4)

где ядерные функции Φ(uv) удовлетворяют условиям:

Φ(uv) = Φ(−uv), 0 6 Φ(uv) <∞,
∫

Φ(uv) duv = 1,
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∫
umv Φ(uv) duv <∞, 0 6 m <∞, v = 1, 2.

Здесь и далее бесконечные пределы интегрирования опускаются.
Значения коэффициентов размытости cv, v = 1, 2, ядерных функций убывают с ростом

объёма n выборки статистических данных V . На основании статистик (3), (4) определим
непараметрический алгоритм распознавания образов, соответствующий критерию макси-
мального правдоподобия (2), в виде

m̄(x) :

{
x ∈ Ω1, если p̄(x1, x2) > p̄(x1)p̄(x2);

x ∈ Ω2, если p̄(x1, x2) < p̄(x1)p̄(x2).
(5)

Выбор коэффициентов размытости ядерных функций cv, v = 1, 2, для произведения
непараметрических оценок плотностей вероятностей (4) осуществляется из условия мини-
мума критерия [8–12]:

W̄ (cv) =
1

n2c2v

n∑
j=1

n∑
i=1

∫
Φ
(xv − xjv

cv

)
Φ
(xv − xiv

cv

)
dxv −

2

n2cv

n∑
j=1

n∑
i=1
i 6=j

Φ
(xjv − xiv

cv

)
,

v = 1, 2.

(6)

Например, при ступенчатой ядерной функции

1

cv
Φ
(xv − xiv

cv

)
=

{
0,5cv, если |xv − xiv| < cv;

0, если |xv − xiv| > cv,

значения составляющих критерия (6) задаются выражениями∫
Φ
(xv − xjv

cv

)
Φ
(xv − xiv

cv

)
dxv =

{
(2cv − |xjv − xiv|)/4, если |xjv − xiv| < 2cv;

0, если |xjv − xiv| > 2cv,

Φ
(xv − xiv

cv

)
=

{
0,5, если |xv − xiv| < cv;

0, если |xv − xiv| > cv, v = 1, 2.

По аналогии с выражением (6) нетрудно найти критерий выбора оптимальных коэф-
фициентов размытости непараметрической статистики p̄(x1, x2) (3):

W̄ (c1, c2) =
1

n2c21c
2
2

n∑
j=1

n∑
i=1

2∏
v=1

∫
Φ
(xv − xjv

cv

)
Φ
(xv − xiv

cv

)
dxv −

− 2

n2c1c2

n∑
j=1

n∑
i=1
i 6=j

2∏
v=1

Φ
(xjv − xiv

cv

)
,
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минимум которого определяет оптимальные коэффициенты размытости ядерной оценки

плотности вероятности p̄(x1, x2).
Оптимизацию непараметрического решающего правила (5) по коэффициентам размы-

тости ядерных функций можно упростить [13, 14], если положить в статистике (3) значе-
ния cv = cσ̄v, v = 1, 2. Здесь σ̄v — оценка среднего квадратического отклонения случайной

величины xv, вычисляемая по выборке V . Данное утверждение является очевидным, так
как большей длине интервала значений xv соответствует больший коэффициент размы-
тости cv ядерных функций Φ(uv), v = 1, 2.

Обозначим оценки вероятностей ошибок распознавания классов Ω1, Ω2 с использова-
нием решающего правила (5) через ρ̄1, ρ̄2.

Значения ρ̄t вычисляются в режиме «скользящего экзамена» по выборке V в предпо-
ложении, что её элементы принадлежат классу Ωt:

ρ̄t =
1

n

n∑
j=1

1(σ(j), σ̄(j)), t = 1, 2, (7)

где σ(j) — указания типа xj = (xj1, x
j
2) ∈ Ωt, а σ̄(j) — «решение» алгоритма (5) о принад-

лежности ситуации xj к одному из классов Ωt, t = 1, 2.

При вычислении ρ̄t ситуация x
j = (xj1, x

j
2) из выборки V , которая подаётся на контроль

в алгоритм (5), исключается из процесса формирования статистик (3), (4).
Индикаторная функция в формуле (6) определяется выражением

1(σ(j), σ̄(j)) =

{
0, если σ(j) = σ̄(j);

1, если σ(j) 6= σ̄(j).

Методика проверки гипотезы H0 о независимости случайных величин предполагает

выполнение следующих действий:
1. По исходным данным V осуществить синтез непараметрического алгоритма распо-

знавания образов типа (5).
2. Вычислить оценки вероятностей ошибок ρ̄1, ρ̄2 распознавания классов Ω1, Ω2.
3. Проверить достоверность отличия вероятностей ошибок распознавания классов

ρ1, ρ2 при заданной вероятности β. На данном этапе используется традиционная мето-
дика проверки достоверности отличия вероятностей событий случайных величин [1] либо
применяется частный вариант критерия Смирнова [15]. В последнем случае пороговое зна-
чение

Dβ =

√
− 1

n
ln
(β

2

)
.

Вероятности ошибок распознавания классов ρ1, ρ2 не отличаются, если

|ρ̄1 − ρ̄2| < Dβ. (8)

Если выполняются условие (8), то гипотеза H0 справедлива.
Универсальность предложенного подхода состоит в возможности его использования

при проверке гипотезы о независимости наборов случайных величин x = (xv, v = 1, k):

H0 : p(xv, v = 1, k) =
k∏
v=1

p(xv).

В этих условиях решается двухальтернативная задача распознавания образов типа (5)
в многомерном пространстве признаков.
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Рис. 1. Фрагменты спутниковой съёмки Sentinel-2. Антропогенные территории:
карьер (a), пригородная застройка (b)

Зависимости между спектральными признаками данных дистанционно-
го зондирования антропогенных территорий. Объектами исследования являют-
ся антропогенные территории в окрестностях г. Красноярска: карьер с координатами
(55◦57′−55◦58′) с. ш., 92◦54′ в. д. на высоте 375 м над уровнем моря (рис. 1, a); приго-
родная застройка с координатами 56◦03′ с. ш., 92◦54′ в. д. на высоте 195 м над уровнем
моря (рис. 1, b).

Исходная информация формировалась по фрагментам съёмки спутника Sentinel-2
от 26.08.2021 г., выделенным белым контуром, по девяти спектральным каналам. Их ха-
рактеристика приведена в табл. 1.

Спектральные признаки xv, v = 1, 9, соответствуют спектральным каналам

Bv, v = 2, 8, и B11, B12 (см. табл. 1), а их значения — количеству уровней яркости

спектральных каналов, которые определяются радиометрическим разрешением спутни-
ка Sentinel-2. Для этого спутника потенциальный диапазон уровней яркости изменяется
от 0 до 4095.

Карьер. Рассмотрим результаты применения разработанной методики проверки ги-
потезы о независимости случайных величин при анализе данных дистанционного зон-

Таб л иц а 1

Характеристики используемых спектральных каналов спутника Sentinel-2

Признаки xv, v = 1, 9 Канал Спектральные диапазоны съёмки Длина волны, нм

x1 B2 Синий (blue) 458–523
x2 B3 Зелёный (green peak) 543–578
x3 B4 Красный (red) 650–680
x4 B5 Крайний красный (red edge) 698–713
x5 B6 Крайний красный (red edge) 733–748
x6 B7 Крайний красный (red edge) 773–793
x7 B8 Ближний инфракрасный (NIR) 785–899
x8 B11 Коротковолновый инфракрасный (SWIR) 1565–1655
x9 B12 Коротковолновый инфракрасный (SWIR) 2100–2280
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Рис. 2. Иллюстрация сильной линейной зависимости между парами спектраль-
ных признаков (xi, xj), характеризующихся оценками коэффициентов корреля-

ции r̄(i, j) > 0,9 для карьера (a) и пригородной застройки (b)

дирования территории карьера. По данным спутниковой съёмки сформирована выборка
V1 = (xiv, v = 1, 9, i = 1, n1) объёмом n1 = 3377 (см. рис. 1, a).

Установлено, что сильной линейной зависимостью при оценке значений коэффициен-
тов корреляции r̄(i, j) > 0,9 обладают пары спектральных признаков (рис. 2, a):

(x8, x9), (x5, x9), (x4, x9), (x4, x8), (x5, x8), (x6, x8),

(x2, x7), (x3, x7), (x5, x7), (x6, x7), (x4, x6), (x5, x6),

(x4, x5), (x3, x4), (x2, x3), (x1, x2).

На рис. 2, a представлен граф G(X,A), вершинами которого являются спектральные
признаки X = (xv, v = 1, 9). Между двумя вершинами графа xi и xj существует ребро
aij ∈ A, если спектральные признаки xi, xj имеют сильную линейную зависимость при

r̄(i, j) > 0,9.
Предлагаемая методика проверки гипотезы о независимости случайных величин под-

тверждает наличие линейных зависимостей между 31 парой спектральных признаков при
r̄(i, j) > 0,8. Дополнительно определяют нелинейные зависимости между парами:

(x1, x9), (x1, x8), (x1, x7), (x1, x5), (x1, x4).

При этом данный вывод является достоверным и для всех пар спектральных призна-
ков, так как |ρ̄1 − ρ̄2| > 0,036 при β = 0,025 и значении порога Dβ = 0,036.

Полученные результаты анализа зависимостей между спектральными признаками

территории карьера можно объяснить её относительной однородностью по сравнению с

другими природными объектами. Имеются основания использовать показатели зависимо-
сти между спектральными признаками в качестве критерия обнаружения антропогенных

территорий типа карьер по данным дистанционного зондирования.
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Пригородная застройка. Объект исследования (см. рис. 1, b) характеризовался вы-
боркой спектральных данных дистанционного зондирования

V2 = (xiv, v = 1, 9, i = 1, n2 )

объёмом n2 = 5049.
Сильную линейную зависимость r̄(i, j) > 0,9 имеют пары спектральных признаков

(рис. 2, b):

(x8, x9), (x4, x8), (x5, x8), (x6, x8), (x5, x7),

(x6, x7), (x4, x6), (x5, x6), (x4, x5), (x1, x4),

(x2, x4), (x3, x4), (x1, x3), (x2, x3), (x1, x2).

Количество сильных линейных зависимостей между парами спектральных признаков

для карьера и пригородной застройки составляет 16 и 15 соответственно. Для этих ан-
тропогенных территорий совпадают пары спектральных признаков с сильной линейной

зависимостью:

(x8, x9), (x4, x8), (x5, x8), (x6, x8), (x5, x7),

(x6, x7), (x4, x6), (x5, x6), (x4, x5), (x3, x4),

(x2, x3), (x1, x2).

Особенностью для карьера является наличие сильных зависимостей между парами

спектральных признаков:

(x5, x9), (x4, x9), (x2, x7), (x3, x7).

Эти пары спектральных признаков не свойственны для данных дистанционного зонди-
рования пригородных застроек. Они отличаются наличием пар спектральных признаков:

(x1, x4), (x2, x4), (x1, x3).

Предлагаемая методика проверки гипотезы о независимости случайных величин под-
тверждает наличие линейной зависимости между 29 парами спектральных признаков и
дополнительно определяет нелинейные зависимости между парами:

(x7, x9), (x4, x9), (x3, x9), (x2, x9),

(x1, x9), (x1, x8), (x1, x7).

Полученные результаты являются достоверными для всех пар спектральных призна-
ков, так как соблюдается условие |ρ̄1 − ρ̄2| > Dβ при Dβ = 0,029 и риске β = 0,025
отвергнуть гипотезу H0 равенства значений ρ1, ρ2.
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Распознавание типов антропогенных территорий по спектральным данным

дистанционного зондирования. По результатам анализа спектральных признаков эле-
ментов антропогенных территорий (карьер, пригородная застройка) определены их наборы
(x4, x5, x6, x8), (x5, x6, x8), в которых пары являются взаимно линейно зависимыми с оцен-
ками коэффициентов корреляции больше 0,9. Признаки в этих наборах в значительной
степени несут повторяющуюся информацию об объекте исследования. Поэтому в процессе
организации вычислительных экспериментов при оценивании антропогенных территорий

последовательно исключались спектральные признаки из обнаруженных наборов. Будем
решать задачу распознавания рассматриваемых типов антропогенных территорий при

следующих условиях:
1. Пространство спектральных признаков определяется их полным набором

x = (xv, v = 1, 9). Имеется обучающая выборка V = (xi, σ(i), i = 1, n ), где n = n1 + n1,
n1 = 3377 (карьер), а n2 = 5049 (пригородная застройка).

2. Обучающая выборка

V (4̄, 5̄) = (xi(4̄, 5̄), σ(i), i = 1, n )

формируется в пространстве признаков x за исключением (x4, x5).
3. Обучающая выборка

V (5̄, 6̄) = (xi(5̄, 6̄), σ(i), i = 1, n )

формируется в пространстве признаков x за исключением (x5, x6).
4. Обучающая выборка

V (6̄, 8̄) = (xi(6̄, 8̄), σ(i), i = 1, n )

формируется в пространстве признаков x за исключением (x6, x8).
5. Обучающая выборка

V (7̄, 8̄) = (xi(7̄, 8̄), σ(i), i = 1, n )

формируется в пространстве признаков x за исключением (x7, x8).
6. Обучающая выборка

V (4̄, 5̄, 6̄) = (xi(4̄, 5̄, 6̄), σ(i), i = 1, n )

формируется в пространстве признаков x за исключением (x4, x5, x6).
7. Обучающая выборка

V (6̄, 7̄, 8̄) = (xi(6̄, 7̄, 8̄), σ(i), i = 1, n )

формируется в пространстве признаков x за исключением (x6, x7, x8).
Для распознавания типов антропогенных территорий используется непараметриче-

ское решающее правило (4), коэффициенты размытости которого определяются из усло-
вия минимума оценки вероятности ошибки распознавания образов в режиме «скользящего

экзамена». Полученные результаты приведены в табл. 2, где приняты следующие обозна-
чения наборов признаков:

x = (xv, v = 1, 9); x(t̄, j̄) = (xv, v = 1, 9, v 6= t, v 6= j);

x(t̄, j̄, q̄) = (xv, v = 1, 9, v 6= t, v 6= j, v 6= q).
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Определим значения D12 = |ρ̄ − ρ̄(t̄, j̄)| либо D12 = |ρ̄ − ρ̄(t̄, j̄, q̄)|. Здесь ρ̄ — оцен-
ка вероятности ошибки распознавания типов антропогенных территорий в пространстве

признаков x = (xv, v = 1, 9 ), а ρ̄(t̄, j̄), ρ̄(t̄, j̄, q̄) — оценки вероятностей ошибок распознава-
ния карьера и пригородной застройки в пространстве x за исключением признаков (xt, xj)
либо (xt, xj , xq).

Отметим, что оценка вероятности ошибки распознавания рассматриваемых типов
антропогенных территорий в полном пространстве xv, v = 1, 9, спектральных призна-
ков ρ̄ = 0,012. Это значение больше, чем для условий исключения наборов признаков

(x4, x5), (x5, x6) и (x4, x5, x6). Установлено увеличение оценки ошибки распознавания об-
разов по сравнению с ρ̄ при исключении наборов спектральных признаков (x6, x8), (x7, x8)
и (x6, x7, x8). Однако отличие вероятности ошибки распознавания образов ρ от ошибок,
соответствующих сокращённым наборам, не является достоверным, так как при объёмах
выборок n1 и n2 порог Dβ = 0,03 больше значений D12 (табл. 2) при риске β = 0,025
отвергнуть гипотезу H0.

Наблюдается снижение ошибки распознавания образов по сравнению с полным набо-
ром xv, v = 1, 9, если из обучающей выборки исключаются пары (x4, x5), (x5, x6). В этих
условиях значения ρ̄(4̄, 5̄) = 0,011, ρ̄(5̄, 6̄) = 0,01 и ρ̄ = 0,012. При этом оценки коэф-
фициентов корреляции между спектральными признаками для карьера (x4, x5) и (x5, x6)
соответствуют большим значениям 0,977 и 0,993. Снижение ошибки распознавания типов
антропогенных территорий при исключении признаков (x4, x5, x6) до значения 0,008 по
сравнению с ρ̄ = 0,012 объясняется значениями его парных оценок коэффициентов корре-
ляции в интервале [0,973; 0,993].

Подобные закономерности сохраняются и для территории пригородной застройки. Для
этой территории значение r̄(4, 5) = 0,957, а r̄(5, 6) = 0,993. Причём парные оценки коэф-
фициента корреляции в наборе (x4, x5, x6) принадлежат интервалу [0,931; 0,993].

При наличии набора спектральных признаков, характеризующихся сильной линейной
зависимостью между его парами, появляется возможность сокращения количества при-
знаков при распознавании типов антропогенных территорий. В обнаруженном наборе, на-
пример (x4, x5, x6, x8), можно исключить признаки (x4, x5, x6), а вместо них оставить x8.
При этом ошибка распознавания рассматриваемых типов антропогенных территорий в

пространстве шести признаков составляет значение 0,008.
При анализе табл. 2 отмечается увеличение ошибки оценивания антропогенных терри-

торий по сравнению с ρ̄ = 0,012 при исключении спектральных признаков (x6, x8), (x7, x8)

Таб л иц а 2

Результаты распознавания типов антропогенных территорий

в пространстве спектральных признаков

Набор признаков Оценки вероятностей

ошибок распознавания

Оценки оптимальных

коэффициентов размытости
D12

x 0,012 0,23 —
x(4̄, 5̄) 0,011 0,23 0,001
x(5̄, 6̄) 0,01 0,2 0,002
x(6̄, 8̄) 0,017 0,2 0,005
x(7̄, 8̄) 0,017 0,19 0,005
x(4̄, 5̄, 6̄) 0,008 0,19 0,004
x(6̄, 7̄, 8̄) 0,016 0,19 0,004
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и набора (x6, x7, x8), соответствующие им значения оценок вероятностей ошибок распо-
знавания образов равны 0,017; 0,017; 0,016.

Проведём анализ соответствующих этим признакам оценок коэффициентов корреля-
ции. Для территории карьера значения r̄(6, 8) = 0,904, r̄(7, 8) = 0,814, r̄(6, 7) = 0,926. Для
пригородных застроек эти оценки коэффициентов корреляции соответствуют значениям:
0,943; 0,87; 0,938.

Из полученных результатов следует, что увеличение оценок вероятностей ошибок рас-
познавания типов антропогенных территорий связано с относительным снижением значе-
ний оценок коэффициентов корреляции между спектральными признаками. Данный вывод
обосновывает возможность снижения размерности пространства, в котором распознают-
ся типы антропогенных территорий путём исключения из набора признаков с сильной

линейной зависимостью их части.
Заключение. Предлагаемая методика проверки гипотез о независимости случайных

величин позволяет обнаруживать стохастические зависимости между спектральными при-
знаками. Результаты её применения определяются типом антропогенной территории и

вводимыми параметрами, характеризующими исследуемую область значений случайных
величин.

При наличии набора спектральных признаков, характеризующихся сильной линейной
зависимостью между его парами, появляется возможность сокращения количества спек-
тральных признаков при распознавании типов антропогенных территорий с уменьшением

оценки вероятности ошибки распознавания карьера и пригородной территории.
Увеличение оценок вероятностей ошибок распознавания типов антропогенных терри-

торий связано с относительным снижением значений оценок коэффициентов корреляции

между спектральными признаками.
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