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Рассматривается задача оптимального быстродействия для процесса, описываемого си-
стемой нелинейных дифференциальных уравнений. Для определения приближённого ре-
шения задачи предложено применить эволюционный метод искусственных иммунных си-
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ного приближения. Для поиска численного решения задачи оптимального быстродействия
сформулирован пошаговый алгоритм, работа которого апробирована на модельных зада-
чах. Для каждой задачи получено субоптимальное по быстродействию управление и опре-
делены параметры алгоритма, при которых решение рассчитано с наименьшими вычис-
лительными затратами. Продемонстрирована эффективность применения разработанного
алгоритма путём сравнения результатов численных расчётов с результатами применения

метода неподвижных точек и метода искусственных иммунных систем.
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Введение. Важнейшей задачей теории управляемых систем является задача опти-
мального быстродействия. В настоящее время большой арсенал методов применяется для
решения линейных задач, в которых динамика процесса описывается системой линейных
дифференциальных уравнений [1–4]. Однако на практике чаще всего приходится иметь де-
ло с нелинейными динамическими системами [5, 6], что усложняет анализ и управление,
а также приводит к необходимости применения специальных методов и подходов для их

исследования.
Одним из подходов к решению нелинейных задач быстродействия является приме-

нение принципа максимума Понтрягина, обеспечивающего высокую точность вычисле-
ний [7, 8]. Недостатком применения данного метода при решении практических оптими-
зационных задач является необходимость определения начальных условий для решения

сопряжённой системы, с помощью которой формулируются необходимые условия опти-
мальности с учётом предметной области решаемой задачи.

Поскольку в большинстве случаев управление процессами необходимо осуществлять

в режиме реального времени при изменяющихся условиях, то достаточно найти прибли-
жённое решение задачи оптимального управления. Для получения субоптимального по
быстродействию управления можно применить метод конечномерной аппроксимации за-
дачи управления и свести тем самым исходную задачу бесконечномерной оптимизации к

задаче математического программирования. Однако существенным недостатком примене-
ния большинства итерационных методов при решении задач математического программи-
рования является зависимость полученного решения от выбранных начальных значений
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оптимизируемых параметров. Поэтому возникает необходимость в разработке численных
методов и алгоритмов, позволяющих получить приближённое решение нелинейной задачи
оптимального быстродействия независимо от выбора начального приближения.

Одним из современных подходов, применяемых для решения оптимизационных задач,
когда традиционные методы могут быть неэффективны, является использование мето-
дов эволюционных вычислений [9, 10]. К ним относится метод искусственных иммунных
систем, в основу которого положена имитация функционирования иммунитета живых ор-
ганизмов, состоящая в защите от патогенов и антигенов. В этом процессе основную роль
играют защитные клетки — антитела, вырабатываемые иммунными клетками и претер-
певающие изменения в ходе борьбы с антигенами и патогенами. Наиболее приспособлен-
ные для защиты антитела подавляют чужеродные тела, и именно эти клетки запоминает
иммунная система для их воспроизведения при повторной атаке организма схожим па-
тогеном. Искусственные иммунные системы успешно применяются при решении задач

распознавания образов [11], прогнозирования [12], классификации [13], оптимизации [14] и
оптимального управления [15].

Важным преимуществом метода искусственных иммунных систем является независи-
мость найденного решения оптимизационной задачи от выбора начального приближения.

Целью статьи является разработка численного алгоритма для определения прибли-
жённого решения нелинейной задачи оптимального быстродействия на основе метода ис-
кусственных иммунных систем.

Постановка задачи. Пусть математическое описание процесса управления пред-
ставляет собой нелинейную систему обыкновенных дифференциальных уравнений

dx

dt
= f(x(t), u(t), t) (1)

с начальными условиями

x(0) = x0, (2)

где x(t) = (x1(t), . . . , xn(t))> — вектор фазовых переменных; u(t) ∈ Du ⊆ R — управление;
Du — множество допустимых значений управления; t ∈ [0, τ ] — время; f(x(t), u(t), t) =
= (f1(x(t), u(t), t), f2(x(t), u(t), t), . . . , fn(x(t), u(t), t)) — вектор-функция, непрерывная вме-
сте со своими частными производными.

Пусть состояние процесса задано в конечный момент времени t = τ :

x(τ) = x1. (3)

Управление u(t) принадлежит классу кусочно-постоянных функций u(t) = uj , t ∈
∈ [tj , tj+1], j = 0, r, где r — число моментов переключений при разбиении t0 < t1 < . . . <
< tr+1, t0 = 0, tr+1 = τ .

Множество допустимых значений управления Du определяется неравенством

umin 6 u(t) 6 umax, t ∈ [0, τ ]. (4)

Целевой функционал имеет вид

J(u) = τ. (5)

Необходимо найти допустимое управление u(t) ∈ Du (t ∈ [0, τ ]), переводящее процесс,
описываемый системой (1), из начального состояния (2) в конечное (3) и доставляющее
минимум целевому функционалу (5).
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Алгоритм искусственных иммунных систем. Для поиска приближённого ре-
шения задачи (1)–(5) сформулируем алгоритм на основе метода искусственных иммунных
систем. Функционирование искусственной иммунной системы заключается в исследовании
области допустимых решений путём смены популяций иммунных клеток, которые явля-
ются потенциальными решениями оптимизационной задачи, и применения к ним операций
клонирования, мутации и селекции. Функцией приспособленности, определяющей пригод-
ность иммунной клетки в качестве решения задачи, является целевая функция. Обычно
условием окончания расчётов считается достижение заданного пользователем максималь-
ного количества итераций.

Модифицируем алгоритм метода искусственных иммунных систем для поиска реше-
ния нелинейной задачи оптимального быстродействия.

Зададим в качестве популяции набор иммунных клеток qi = (qi0, qi1, . . . , qir, qi r+1)
(i = 1,m ), каждая из которых является возможным решением задачи (1)–(5). Элементы
иммунной клетки зададим равными значениям управления u(t) в дискретные моменты
времени t0, t1, . . . , tr и времени τ протекания процесса, описываемого системой (1):

qij =

{
uij , j = 0, r,

τ, j = r + 1.
(6)

Продолжительность функционирования системы τ является параметром управления,
а также входит в выражение целевого функционала (5). Рассмотрим его только в качестве
управления. Функцией приспособленности будет выступать не целевой функционал (5), а
функция вида

F (qk) =

√√√√ n∑
i=1

(xki − x1i )2 , (7)

где xk1, x
k
2, . . . , x

k
n — значения фазовых переменных, вычисленные путём решения системы

дифференциальных уравнений (1) с начальными условиями (2) для иммунной клетки qk
в момент времени t = qkr+1 и кусочно-постоянного управления c узлами (qi0, qi1, . . . , qir).
Чем меньше значение F (qk), тем точнее выполнены терминальные условия (3), поэтому
иммунная клетка qk считается более приспособленной, а значит, больше других подходит
в качестве решения задачи быстродействия.

Условием окончания поиска примем не фиксированное количество итераций смены

популяции, а выполнение неравенства для некоторой иммунной клетки qi:

F (qi) < ε, (8)

где ε — заданный пользователем параметр.
Условие (8) может быть выполнено при нескольких наборах управляющих парамет-

ров. Поэтому будем заносить возможные решения задачи быстродействия в отдельный
массив иммунных клеток solutions. В конце работы алгоритма из иммунных клеток мас-
сива solutions в качестве решения выберем ту клетку ql, у которой элемент qlr+1, соответ-
ствующий продолжительности процесса, принимает наименьшее значение.

Модифицированный алгоритм метода искусственных иммунных систем для поиска

приближённого решения задачи (1)–(5) состоит из следующих шагов.

Шаг 1. Задать параметры алгоритма: m — количество иммунных клеток в популя-
ции, r — количество точек разбиения временно́го интервала, τ̄ — максимальное значение

времени процесса управления, p — количество клеток-родителей, cl — количество клонов,
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s — количество заменяемых иммунных клеток, mut — параметр мутации, ε — параметр

окончания поиска.

Шаг 2. Создать начальную популяцию иммунных клеток qi = (qi0, qi1, . . . , qir, qir+1)
(i = 1,m), элементы которых рассчитать по формуле

qij =

{
umin + λij(umax − umin), j = 0, r ,

λij τ̄ , j = r + 1,
(9)

где λij ∈ [0, 1] — случайное число.

Шаг 3. Вычислить значение функции приспособленности (7) для каждой иммунной
клетки qi = (qi0, qi1, . . . , qir, qir+1) (i = 1,m) начальной популяции. Для этого найти чис-
ленное решение системы дифференциальных уравнений (1) с шагом разбиения интервала
времени [0, qir+1], равным qir+1/r.

Шаг 4. Проверить условие (8) для каждой клетки начальной популяции. Если оно
выполнено, то поместить иммунную клетку в массив solutions.

Шаг 5. Выполнить операцию клонирования. Выбрать p клеток-родителей с наилуч-
шим (наименьшим) значением функции приспособленности (7). Для l-й клетки родителя
(l = 1, p ) создать копии qlk (k = 1, cl ).

Шаг 6. Выполнить операцию мутации для каждой клетки-клона qlk (k = 1, cl ) l-й
клетки родителя (l = 1, p ):

qlkij =

{
qlkij + αlmut , γl > 0,5,

qlkij − βlmut , γl 6 0,5,

где αl ∈ [0, a− qlij ], βl ∈ [0, qlij − b], γl ∈ [0, 1] — случайные числа, сгенерированные для l-й

клетки-родителя (l = 1, p ); a = umax, b = umin для j = 0, r; a = τ̄ , b = 0 для j = r + 1.

Шаг 7. Вычислить приспособленность каждой клетки, полученной на этапе мутации.

Шаг 8. Выполнить операцию селекции. Среди клонов-мутантов l-й клетки-родителя
(l = 1, p ) выбрать наиболее приспособленную клетку и заменить ею клетку-родителя при
условии, что она менее приспособлена по сравнению с клоном-мутантом.

Шаг 9. Создать s новых иммунных клеток. Элементы i-й клетки вычислить по фор-
муле (9) (i = 1, s ). Рассчитать значение функции приспособленности (7) для каждой новой
клетки.

Шаг 10. Заменить в текущей популяции s наименее приспособленных иммунных кле-
ток новыми клетками.

Шаг 11. Проверить условие (8) для иммунных клеток текущей популяции. Если усло-
вие (8) выполнено для клетки qi (i = 1,m ), то поместить её в массив solutions и перейти
к шагу 12. Иначе перейти к шагу 5.

Шаг 12. Найти в массиве solutions иммунную клетку ql, у которой последний элемент
принимает наименьшее значение. В качестве наименьшей продолжительности процесса

принять τmin = qlr+1, а значениям управления u(t) в дискретные моменты времени при-
своить значения элементов qlj (j = 0, r) согласно формуле (6).
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Вычислительный эксперимент. Исследуем работу алгоритма на примере нели-
нейной задачи Цермело [16]. Рассмотрим перемещение материальной точки на плоскости
с вектором скорости, по модулю равной единице:

dx1
dt

= cos (x3),
dx2
dt

= sin(x3),
dx3
dt

= u, (10)

где x1(t), x2(t) — декартовы координаты материальной точки; x3(t) — угол, образуемый
вектором скорости с положительным направлением оси абсцисс; u(t) — управление, на
которое наложено ограничение

−0,5 6 u(t) 6 0,5, t ∈ [0, τ ]. (11)

Если в качестве материальной точки рассматривать автомобиль, то управлением u(t)
может выступать угол поворота управляемых колёс [17].

В начальный момент времени точка находится в начале координат, вектор скорости
направлен вдоль оси абсцисс:

x1(0) = x2(0) = x3(0) = 0. (12)

Необходимо за минимальное время τmin перевести точку из начала координат в точку

с координатами

x1(τ) = 4, x2(τ) = 3. (13)

Для решения задачи (10)–(13) в среде визуального программирования Delphi реали-
зован разработанный алгоритм искусственных иммунных систем. Алгоритм применён со
следующими параметрами: количество иммунных клеток в популяции m = 50, количе-
ство точек разбиения интервала времени r = 100, максимальное значение времени τ̄ = 10,
количество клеток-родителей p = 20, количество клонов cl = 20, количество заменяемых
иммунных клеток s = 10, параметр мутации mut = 0,3, параметр окончания вычислений
ε = 0,1.

Функция приспособленности имеет вид

F (qk) =
√

(xk1 − 4)2 + (xk2 − 3)2.

На рис. 1 показано вычисленное управление для задачи (10)–(13). Наименьшее время
процесса составило τmin = 5,19919, координаты конечного положения точки: x1(τ) = 4,062,
x2(τ) = 3,066, x3(τ) = 0,812. Отклонение от терминальных условий равно 0,082.

С целью анализа влияния параметров разработанного алгоритма на результаты

расчётов проведена серия вычислительных экспериментов. Для этого осуществлялось
20 запусков программы и оценивалось среднее значение наименьшего времени τmin.

Значение параметра мутации mut задавалось равным от 0,1 до 0,9 (табл. 1). Вы-
явлено, что изменение значения параметра mut в интервале от 0,1 до 0,4 не оказывает
существенного влияния на результат, который совпадает с субоптимальным решением.
С повышением значения параметра мутации с 0,5 до 0,9 происходит увеличение времени
расчёта. Поэтому целесообразно для решения задачи Цермело задавать значения парамет-
ра мутации из отрезка [0,1; 0,4].

Также проанализировано влияние количества заменяемых иммунных клеток s на эта-
пе обновления популяции, необходимого для внесения разнообразия в популяцию с целью
преодоления попадания решения в локальный экстремум. В ходе вычислений установлено,
что его значение можно задавать от 5 до 10, не оказывая существенного влияния на время
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Рис. 1. График управляющей функции в задаче Цермело

Таб л иц а 1

Зависимость количества итераций

поиска решения от значения

параметра мутации

Параметр мутации mut Количество итераций

0,1 3396
0,2 3396
0,3 3396
0,4 3400
0,5 3686
0,6 3997
0,7 4110
0,8 4100
0,9 4180

Таб л иц а 2

Зависимость количества итераций

алгоритма от количества заменяемых

иммунных клеток

Параметр s Количество итераций

5 3389
10 3396
15 3435
20 3512
25 3588

поиска решения задачи (табл. 2), тогда как повышение значения параметра s приводит к
увеличению количества итераций и, как следствие, времени расчёта.

В табл. 3 показано влияние параметра максимального времени процесса τ̄ на ре-
зультаты решения задачи (10)–(13) при фиксированных значениях остальных параметров
(r = 100, m = 50, τ̄ = 10, p = 25, cl = 10, s = 10, mut = 0,3, ε = 0,1). Увеличение
значения τ̄ не оказывает существенного влияния на значение наименьшего времени τmin,
однако приводит к более длительному вычислительному процессу.

Количество иммунных клеток m варьировалось от 20 до 80 с шагом 10. Структура
управления, найденная для популяции размером 20, 30 и 40 иммунных клеток, имеет скач-
ки (рис. 2, 3). Для популяции размером от 50 до 80 кривая управления выравнивается
(см. рис. 1), но одновременно увеличивается количество итераций для поиска решения.
Поэтому в качестве размера популяции принято значение m = 50.

Количество родительских клеток p и клонов cl задавалось равным 5, 10, 20, 30 и 40.
Изменение данных параметров при поиске решения задачи (10)–(13) не оказало влияния
на результаты расчётов. При изменении параметра cl от 5 до 20 происходит уменьшение
количества итераций работы алгоритма (табл. 4). Это связано с тем, что с увеличением
количества клонов растёт количество потомков, из которых отбираются лучшие иммун-
ные клетки, и, как следствие, увеличивается вероятность нахождения лучшего решения.
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Таб л иц а 3

Зависимость результатов решения

задачи Цермело от значения

максимального времени τ̄

Параметр Количество Параметр

τ̄ итераций τmin

10 3396 5,19919
15 3611 5,19932
20 3978 5,19913
25 4225 5,19904
30 4665 5,19921

Таб л иц а 4

Зависимость количества

итераций поиска решения

от числа клонов

Параметр cl Количество итераций

5 3430
10 3405
20 3396
30 3449
40 3517
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Рис. 2 Рис. 3

Рис. 2. График управляющей функции, найденной при размере популяции m = 20

Рис. 3. График управляющей функции, найденной при разных размерах популяции:
1 — при m = 30; 2 — при m = 40

При изменении числа клонов от 20 до 40 увеличивается время вычислительного процес-
са. Аналогичным образом определено значение параметра p, отвечающего за количество
родительских клеток. Поэтому целесообразно применять параметры p и cl, равными 20.

Решение задачи (10)–(13) получено ранее в [16] с помощью метода неподвижных точек.
Значение τmin составило 5,117, что на 1,6 % ниже по сравнению со значением времени, вы-
численным с помощью алгоритма искусственных иммунных систем. Однако в работе [16]
отмечено, что метод неподвижных точек не сводится к решению задачи при некоторых

начальных значениях управляющих параметров. Для этих значений также найдено ре-
шение с помощью алгоритма искусственных иммунных систем с теми же параметрами

алгоритма, что и при случайных начальных значениях оптимизируемых параметров.
На рис. 4, 5 показано итеративное изменение управления u(t) для двух различных

начальных приближений: u0(t) = 0 и u0(t) = −0,5 при τ0 = 1. В этом случае на шаге 2
алгоритма элементы иммунных клеток qi = (qi0, qi1, . . . , qir, qi r+1) (i = 1,m ) начальной
популяции задавались не случайным образом, а заполнялись фиксированными значениями:

qij =
{
u0, j = 0, r ,

1, j = r + 1.
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Рис. 4. Изменение управляющей функции при u0(t) = 0, τ0 = 1 (1 — после

3000 итераций, 2 — после 100 итераций, 3 — начальное приближение)

Рис. 5. Изменение управления u(t) при u0(t) = −0,5, τ0 = 1 (1 — после 5000 ите-
раций, 2 — после 200 итераций, 3 — начальное приближение)

Таб л иц а 5

Значения наименьшего времени в задаче Цермело

при разных начальных приближениях

Параметр u0(t) Параметр τ0 Количество итераций Параметр τmin

−0,5 1 5578 5,19919
−0,5 5 5416 5,19985
−0,5 10 5623 5,19953

0 1 3415 5,19981
0 5 3665 5,19908

0,5 1 4198 5,19925
0,5 5 3981 5,19908
0,5 10 4254 5,19914

Для первого случая управление u(t) сходится к субоптимальным значениям быстрее
(после 3000 итераций) по сравнению со вторым приближением (после 5000 итераций). По-
этому можно сделать вывод, что начальные значения оптимизируемых параметров влияют
на скорость сходимости к субоптимальному решению.

В табл. 5 показано значение наименьшего времени перемещения материальной точки
при различных начальных приближениях u0(t) и τ0. Видно, что при разных начальных
значениях искомых параметров происходит несущественное изменение наименьшего вре-
мени τmin, но количество итераций его поиска различно.

Таким образом, при различных начальных приближениях решения, вычисленные с
помощью разработанного алгоритма, сходятся к оптимальным значениям управляющих
параметров с разной скоростью сходимости.

Разработанный алгоритм применим для решения задачи Дуффинга [18], в которой
рассматривается нелинейная система управления

dx1
dt

= x2,
dx2
dt

= −x1 − x31 + u, (14)
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где на управление u(t) наложены ограничения

−1 6 u(t) 6 1, t ∈ [0, τ ]. (15)

Заданы начальное и конечное состояния системы

x1(0) = 1, x2(0) = 1, (16)

x1(τ) = 0, x2(τ) = 0. (17)

Необходимо найти управление u(t) с учётом ограничений (15), которое за минимальное
время τmin переводит систему (14) из состояния (16) в состояние (17).

Процедура подбора параметров алгоритма искусственных иммунных систем подробно

описана в первом примере. Аналогичным образом подобраны параметры алгоритма для
решения задачи Дуффинга: количество иммунных клеток в популяции m = 50, количе-
ство точек разбиения интервала времени r = 100, максимальное значение времени τ̄ = 5,
количество клеток-родителей p = 20, количество клонов cl = 10, количество заменяемых
иммунных клеток s = 10, параметр мутации mut = 0,5, параметр окончания вычислений
ε = 10−3. Функция приспособленности для задачи (14)–(17) имеет вид

F (qk) =
√

(xk1)2 + (xk2)2 .

В результате применения алгоритма вычислено наименьшее время процесса

τmin = 2,339 и управление, показанное на рис. 6. Рассчитаны значения фазовых перемен-
ных в конце процесса: x1(τmin) = −2,1 · 10−18, x2(τmin) = 1,16 · 10−18; отклонение от
терминальных ограничений (17) составляет 2,59 · 10−18.

Полученное решение отличается от найденного ранее решения задачи (14)–(17) с по-
мощью метода искусственных нейронных сетей [18], в котором наименьшее время процесса
τmin = 2,346, отклонение от терминального состояния оказалось равным 9,78 · 10−3. От-
сюда следует, что точность получаемого решения с помощью алгоритма искусственных

иммунных систем выше, поэтому его можно применять для решения нелинейных задач
оптимального быстродействия.

1 2 t0

_1

0

1

u(t)

Рис. 6. График управляющей функции в задаче Дуффинга
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Проведённые численные расчёты показали, что алгоритм искусственных иммунных
систем позволяет находить решение задачи оптимального быстродействия для нелинейных

управляемых систем с большей точностью по сравнению с другими методами, и при этом
результаты вычислений не зависят от выбора начального приближения.

Заключение. Разработанный алгоритм искусственных иммунных систем можно при-
менять для поиска приближённого решения задачи оптимального быстродействия для

процессов, описываемых нелинейными системами дифференциальных уравнений. Важным
преимуществом предложенного подхода является отсутствие чувствительности вычислен-
ного решения к выбору начального приближения.

Работа алгоритма продемонстрирована на примерах задач Цермело и Дуффинга. В ре-
зультате проведённых расчётов для каждой из задач вычислено приближённое решение

нелинейной задачи оптимального быстродействия, найдено наименьшее время и управле-
ние, переводящее точку из начального в её конечное положение. Определены параметры
эффективной работы алгоритма. Проведено сравнение решения задачи Цермело с реше-
нием, вычисленным с помощью метода неподвижных точек, и продемонстрирована его
сходимость к субоптимальным значениям при различных начальных приближениях. По-
казано, что решение задачи Дуффинга найдено с большей точностью выполнения терми-
нальных условий при меньшем времени процесса по сравнению с методом искусственных

нейронных сетей.
Алгоритм можно применять для решения нелинейных задач быстродействия, в ко-

торых имеется несколько управляющих воздействий, путём модификации структуры им-
мунной клетки.

Финансирование. Исследование выполнено в рамках государственного задания Ми-
нистерства науки и высшего образования РФ (код научной темы FZWU-2023-0002).
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