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Рассматривается задача параметрической идентификации линейного динамического объ-
екта с одним входом и выходом в условиях неполной априорной информации на основе

метода наименьших квадратов. На этапе формирования системы уравнений относительно
неизвестных параметров используется формирующая функция специального вида, позво-
ляющая заменить операции численного дифференцирования измеренных сигналов входа

и выхода идентифицируемого объекта операцией интегрирования по частям. Получены в
аналитическом виде зависимости частотных свойств формирующей функции и её произ-
водных от корректирующих параметров данной функции. Приводятся результаты, иллю-
стрирующие практически полное совпадение частот, полученных экспериментально и по
аналитическим соотношениям.
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Введение. Идентификация динамических объектов управления, в том числе и па-
раметрическая, является ключевым звеном в области системного анализа и управления.
Этот процесс помогает определить модель, которая наилучшим образом соответствует
наблюдаемым данным. С помощью корректно идентифицированной модели можно глубже
понять физические и математические процессы, происходящие в системе, а также делать
более точные прогнозы её будущего поведения, что особенно актуально в инженерных
областях, начиная с робототехники и заканчивая аэрокосмической отраслью.

Основными математическими моделями при синтезе систем управления, как правило,
являются дифференциальное уравнение или соответствующая ему передаточная функция.
Оценка параметров модели объекта, когда его входные и выходные сигналы подвержены
влиянию шумов, является более сложной проблемой [1–3]. На сегодняшний день существу-
ет достаточно большое количество работ, в которых предлагаются те или иные подходы к
решению задачи параметрической идентификации, например метод наименьших квадра-
тов и его модификации [4–7], метод максимального правдоподобия [2, 8], метод инструмен-
тальной переменной [9], адаптивные методы [10], методы, использующие нейронные сети
[11, 12], и др.

Однако, несмотря на большое количество существующих методов, задача создания
высокоточных и помехоустойчивых алгоритмов идентификации остаётся актуальной и в

настоящее время даже в простейших случаях, когда речь идёт об идентификации линей-
ных, стационарных, динамических объектов. Эффективное функционирование методов па-
раметрической идентификации во многом зависит от количества и качества априорной ин-
формации. Основной проблемой получения полной априорной информации для оценивания
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параметров дифференциального уравнения является отсутствие возможности измерений

производных входного и чаще выходного сигналов идентифицируемого объекта. Проблема
получения качественной априорной информации связана с помехами, естественным обра-
зом искажающими измеряемые сигналы объекта, например, из-за несовершенства изме-
рительной и регистрирующей аппаратуры, внешних возмущающих воздействий и т. д. В
результате возникает необходимость использования дифференцирующих устройств, алго-
ритмов или методов, позволяющих избежать дифференцирования зашумлённых сигналов
без потери информации.

Известно, что численное дифференцирование зашумлённых сигналов является некор-
ректно поставленной задачей. Существуют различные подходы для восстановления про-
изводных по времени или замены операции численного дифференцирования, основанные
на линейных дифференцирующих фильтрах, формулах аппроксимации с использованием
интегралов и модулирующих функциях [3, 13–18].

В данной работе для замены численного дифференцирования измеренных сигналов

предлагается использование некоторой аналитически заданной функции, которая вместе
со своими производными применяется в процессе формирования системы линейных ал-
гебраических уравнений (СЛАУ) относительно искомых параметров идентифицируемого
объекта. Вид такой функции, удовлетворяющей определённым требованиям, необходимым
для решения задачи идентификации, предложен в [19]. Суть данного подхода [19] сводится
к замене производных измеряемых сигналов аналитически взятыми производными данной

функции посредством известной процедуры многократного интегрирования по частям.
Представленный в [19] подход подтверждается результатами многочисленных модель-

ных исследований, которые иллюстрируют эффективность предлагаемого подхода. В част-
ности, в [20, 21] решается задача параметрической идентификации линейного динамиче-
ского объекта третьего порядка на базе метода наименьших квадратов, предполагающего
формирование СЛАУ. Приводятся результаты, позволяющие сделать заключение о воз-
можности использования формирующей функции (ФФ) и процедуры интегрирования по
частям в задачах параметрической идентификации. Анализируются частотные свойства
формирующей функции и её производных. Интересен тот факт, что их амплитудные спек-
тры схожи с амплитудно-частотной характеристикой (АЧХ) полосовых фильтров, что
положительно сказывается на свойствах матрицы, формируемой СЛАУ, если указанные
спектры будут располагаться в пределах эффективной полосы АЧХ объекта. В результате
возникает задача выбора таких параметров ФФ (назовём их корректирующими параметра-
ми), которые бы позволяли варьировать расположением спектров формирующей функции
и её производных, т. е. получить аналитическую зависимость влияния корректирующих
параметров на частотные свойства совокупности указанных функций.

Постановка задачи. Рассматривается задача параметрической идентификации ли-
нейного стационарного динамического объекта с одним входом и выходом. Объект пред-
ставлен математической моделью в форме дифференциального уравнения

y(l)(t) +
l∑

i=1

aiy
(i−1)(t) =

r+1∑
j=1

bjx
(j−1)(t). (1)

Необходимо оценить параметры ai, i ∈ [1, l], и bj , j ∈ [1, r + 1].
Априорной информацией являются измеренные с помехами входной x∗(t) = x(t)+δx(t)

и выходной y∗(t) = y(t) + δy(t) сигналы объекта управления.
Структура идентифицируемого объекта (порядки левой l и правой r частей уравнения)

предполагается известной.
Проблема идентификации заключается в отсутствии априорной информации о произ-

водных входного x(j)(t), j ∈ [1, r], и выходного y(i)(t), i ∈ [1, l], сигналов.
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Ставится задача обойти операцию численного дифференцирования при формировании

системы алгебраических уравнений за счёт использования специальных формирующих

функций, параметры которых определяли бы требуемые частотные свойства этих функ-
ций, т. е. получить аналитическую зависимость влияния корректирующих параметров

формирующих функций на их частотные свойства.
Основная часть. Представим уравнение (1) в виде [19–21]

n∑
j=1

ajuj(t) = u0(t), n = l + r + 1. (2)

Здесь aj = {aj , j ∈ [1, l] или bj , j ∈ [l+ 1, l+ r+ 1]} — параметры, подлежащие идентифи-

кации, uj(t) = {y(j−1), j ∈ [1, l] или −x(j−1), j ∈ [1, r+1]}, и u0(t) = −y(l)(t) — координаты

объекта.
В уравнении (2) необходимо определить n неизвестных коэффициентов aj , j ∈ [1, n],

что требует формирования как минимум системы n алгебраических уравнений.
Предлагается осуществлять формирование системы [19] путём умножения каждого

слагаемого уравнения (2) на линейно независимые ФФ: wi(t − τ), i ∈ [1,mu], mu > n,
с последующим интегрированием по τ в пределах [0, t]. В результате получим

uijaj = u0i, i ∈ [1,mu], j ∈ [1, n], (3)

где

uij =
{ t∫

0

wi(t− τ)y(j−1)(τ) dτ, j ∈ [1, l]

или −
t∫

0

wi(t− τ)x(j−l−1)(τ) dτ, j ∈ [l + 1, n]
}
,

u0i = −
t∫

0

wi(t− τ)y(l)(τ) dτ.

Выражение (3) представляет собой систему mu > n линейных алгебраических урав-
нений относительно n искомых параметров.

В [19] производится многократное интегрирование каждого элемента системы по ча-
стям, чтобы избежать дифференцирования измеренных сигналов входа и выхода иденти-
фицируемого объекта. Для этого ФФ выбирается в виде

w(t) =
α(m+1)

m!
tme−αt, m > l, α > 0, (4)

которая вместе со своими производными удовлетворяет условиям

w(j)(0) ≈ w(j)(T ) ≈ 0, j ∈ [0, n− 1], (5)

а

|w(n)(T )| 6 δww
(n)
max при t > T, w

(n)
max = sup

t∈[0,∞]
|wn(t)| при δw = 0,001–0,01. (6)
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Зависимость ΩФФ = f(α) при m = const

Формирующую функцию и её производные можно трактовать как импульсные ха-
рактеристики динамических звеньев, АЧХ которых несколько похожи на АЧХ полосовых
фильтров [19], что в целом положительно сказывается на свойствах матрицы формируе-
мой системы (3), особенно если такие АЧХ будут располагаться в пределах эффективной
длительности АЧХ идентифицируемого объекта [5].

Вид временны́х и частотных характеристик ФФ и её производных определяется кор-
ректирующими параметрами α и m. Таким образом, зная максимальную частоту Ωmax

эффективной длительности АЧХ объекта, приходим к задаче выбора (по возможности в
аналитическом виде) таких параметров α и m, которые бы обеспечили желаемое располо-
жение АЧХ ФФ в ограниченном диапазоне частот.

Проведён ряд экспериментов относительно влияния параметров α и m на частотные

свойства ФФ и её производных. В результате получены графики зависимостей ΩФФ = f(α)
приm ∈ [5, 7], где ΩФФ — максимальная частота, ограничивающая эффективную длитель-
ность спектра старшей производной ФФ. Данные графики представлены на рисунке.

Численные значения α и m взяты из рабочего диапазона при моделировании объектов

идентификации второго и третьего порядков [20, 21]. Вид приведённых кривых позволил
аппроксимировать их полиномами первого порядка и получить следующие аналитические

зависимости:

α = ΩФФ/5,3178 дляm = 5, (7)

α = ΩФФ/3,5997− 0,0682 дляm = 6, (8)

α = ΩФФ/2,7816− 0,2059 дляm = 7. (9)

Таким образом, выбирая параметр m из рабочего диапазона и задавая частоту ΩФФ ≈
≈ Ωmax вблизи максимальной частоты АЧХ объекта, можно с помощью представленных
зависимостей (7)–(9) вычислить наиболее подходящее значение параметра α.

В таблице приведены частоты формирующей функции ΩФФ: частота Ωэксп, определён-
ная экспериментально за счёт задания параметров формирующей функции α, m и постро-
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Т а б л и ц а

Сравнительная таблица экспериментальных и расчётных данных для разных m

α
m = 5 m = 6 m = 7

Ωэксп, рад/с Ωрасч, рад/с Ωэксп, рад/с Ωрасч, рад/с Ωэксп, рад/с Ωрасч, рад/с

1 5,726861 5,3178 3,681554 3,8452 2,863431 3,35433
2 10,63560 10,6356 7,363107 7,4449 5,726861 6,13593
3 15,95340 15,9534 11,04466 11,0446 8,590292 8,91753
4 21,27120 21,2712 14,72621 14,6443 11,45372 11,6991
5 26,58900 26,5890 18,40777 18,2440 14,31715 14,4807
6 31,49774 31,9068 21,68026 21,8437 17,18058 17,2623
7 36,81554 37,2246 25,36181 25,4434 20,04401 20,0439
8 42,54240 42,5424 29,04337 29,0431 22,49838 22,8255

ения спектральной характеристики; частота Ωрасч, полученная по формульным выраже-
ниям (7)–(9). Представленные данные иллюстрируют хорошее (90 %) совпадение резуль-
татов. Максимальная погрешность наблюдается при уменьшении значений параметра α
и росте параметра m, что заведомо предполагает необходимость выбора этих корректи-
рующих параметров в диапазоне, минимизирующем погрешность.

Результаты идентификации модельных объектов второго и третьего порядков [20, 21]
показывают снижение среднеквадратичной погрешности идентификации параметров в

случае сближения частоты ΩФФ с максимальной частотой АЧХ идентифицируемого объ-
екта, что практически всегда возможно по причине удобного размещения совокупности
спектров ФФ и её производных в диапазоне эффективной длительности АЧХ объекта.

Заключение. В представленной работе предложен способ решения задачи парамет-
рической идентификации линейного динамического объекта с одним входом и выходом в

условиях отсутствия априорной информации о производных измеряемых сигналов. Замена
численного дифференцирования измеренных сигналов осуществляется за счёт интегриро-
вания по частям на этапе формирования системы линейных алгебраических уравнений с

помощью специальной формирующей функции и её производных.
Получены аналитические зависимости частотных свойств формирующей функции от

её корректирующих параметров, которые позволяют выбирать частотный диапазон распо-
ложения спектральных характеристик ФФ и её производных вблизи диапазона эффектив-
ной длительности амплитудно-частотной характеристики идентифицируемого объекта,
что, в свою очередь, улучшает свойства матрицы формируемой системы алгебраических
уравнений относительно неизвестных параметров.

Приведены результаты, иллюстрирующие эффективность использования полученных
аналитических выражений для определения требуемых частот расположения спектраль-
ных характеристик формирующей функции и её производных.
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